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《數之起源：中國數學史開章《筭數書》》跋文 

 台師大數學系 洪萬生教授 

《算數書》於 1983 / 1984 年出土後，由中國湖北省荊州市博物館館長彭浩教授負責整

。他經過長時間的細心爬梳之後，終於在公元 2000 年 9 月，將它的釋文發表於《文物》

刊第九期。當月，筆者從中國科學院自然科學史研究所郭書春教授處獲贈此一文獻，立

邀請七位年輕的朋友蘇意雯、蘇俊鴻、蘇惠玉、陳鳳珠、林倉億、黃清揚與葉吉海等，

同學習校勘與解讀，並及時地將研究成果發表在《HPM 通訊》第三卷第十一期（2000
11 月出版，以《算數書》專輯問世）。幾乎在這同時，筆者也已經差不多另行完成了三

論文：〈《算數書》初探〉、〈《算數書》vs.《九章算術》〉與〈《算數書》的幾則論證〉。後

，又進一步撰寫了〈關於《算數書》體例的一個備註〉。 

現在，我們利用這些研究報告為基礎，再結合中國學者如郭書春、郭世榮、鄒大海、

浩，日本學者大川俊隆團隊，以及美國學者道本周 (Joseph Dauben) 與英國學者古克禮 

hristopher Cullen) 的研究成果，我們乃得以完成本書之撰寫。此外，劉鈍、徐義保（中

學者）、林力娜 (Karine Chemla)、馬若安 (Jean-Claude Martzloff)（法國學者) 與 Alexei 
olkov（俄羅斯學者）等人，在秦漢算學史研究方面都很有建樹，也是我始終仰望的北辰。 

除了有關《筭數書》文本內容之解讀之外，我們還倚重了考古學家與史學家有關秦漢

所入葬的簡牘之研究成果（這，當然多虧了倉億在搜尋資料與文獻方面所下的基本功

）。所有這些，特別是有關秦漢簡牘、法制史與醫學史的研究，都在我們拍照《筭數書》

『寫真集』時，提供了不可或缺的背景或脈絡。誠然，本書之寫作，主要讓『文本』(text) 
以安放（回）在它原生的『脈絡』(context) 之中，以便述說一個比較有趣的故事。不過，

於本書的『普及』體例，我們顯然不須要『言必引據』，同時，在綜合諸家論點時，也

能掛一漏萬，禮數不周在所難免，在此總請『眾家路數（線）』諒察與包容就是了。總

，筆者在間隔大約 25 年之後，還有機會以本書之寫作進路，來呼應 1980 年左右所撰寫

〈重視證明的時代－魏晉南北朝時代的科技〉，對於相關的學界貢獻，始終中心存敬意。

想本書只不過提供了一種敘事手法，將考古學家、秦漢史家以及數學史家的研究成果，

織出一個以《筭數書》為主角的歷史圖像而已。拋磚引玉，當然有所期待於可畏的後生！ 
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 本書之撰寫，始於公元 2003 年 8 月。當時，筆者申請了一年的教授休假，希望可以

寫一本書留作紀念。沒想到到了 2004 年 7 月休假期滿，雖然寫了前四章，但第 5、6 兩章

離完成階段還有一大段路。後來，就與『通訊團隊』（Tongxun Group，這是道本周教授對

我們團隊的暱稱）伙伴商量，請他（她）們義助一把。於是，俊鴻協助撰寫第 5 章，倉億

與惠玉合作完成第 6 章。由於他（她）們都曾參與《筭數書》的校勘工作，再加上他們已

有相當成熟的的數學史研究心得，因此，一路寫來相當得心應手。另一方面，由於他（她）

們的出身背景比較不被某些學問的門道或常規所限制，所以，他（她）們的論述，總是可

以讓我們感受年輕人筆觸下所洋溢的熱情與活力。這種分享的喜悅，絕對是我完成本書之

後的最大收穫！ 
 最後，感謝盧金城先生的推薦，以及李俊男先生的編輯協助（書名是他的建議，希望

讀者喜歡）。當然，台灣商務印書館原意出版發行本書，也是我們團隊的榮幸。無論如何，

我們誠懇地歡迎專家學者與讀者的批評與建議。 
 

 
       
 
 
 
 
 
 

記蕭文強教授來訪 
 蕭文強教授趁訪台之便，應邀於 5 月 25 日蒞臨本系發表演講，講題為：「數學史與數

學教學的融會：『知易行難』抑或『知難行易』？」與會同仁與研究生都相當興奮，並與

他進行了非常難得的學術互動。其中論及 HPM 的切入點時，蕭教授特別分享了他參觀朱

銘美術館所獲得的心得。他認為當我們試圖將數學史融入數學教學時，看似無門徑可入，

然而，對於有心人而言，卻是處處可以切入。誠所謂：處處無門處處門！ 
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中點弦 
成功高中游經祥、劉國莉老師 

壹、前言 

高二數學教材中有『中點弦』之單元。本文作者之一劉國莉講解相關例題： 
設點 為橢圓 內的一點，一直線過點 P且交橢圓 於兩點 A,B，若

點 P為線段

( )1,2P 164: 22 =+Γ yx Γ

AB 的中點，求直線 AB 的方程式。 

有一位學生提出補教界的解題秘方如下： 
以點 代入橢圓的切線方程式( )1,2P kyyxx =+ 00 4 kyx =+⇒ 42 ，點 在此直線上( )1,2P

81422 =×+×=⇒ k ，得直線 AB 的方程式為 8142 =⋅⋅+⋅ yx  。 42 =+⇒ yx

然而，該學生不知其解題的道理為何？於是，劉國莉下課後，遂與另一作者游經祥老師討

論，最後，我們歸納下列應相互連結的教學單元，希望可以提供解題的所以然之故： 
1. 定義相似橢圓。 
2. 相似橢圓上切線的幾何關係及證明。 
3. 相似橢圓上切點弦的平分關係及證明。 
4. 橢圓中平行弦中點共線性質及此直線之方程式公式。 
5. 切線公式在橢圓中的幾何意義及證明，作為切線公式在圓中的性質的推廣。 
6. 實例應用。 

貳、相似橢圓 

我們定義：兩橢圓Γ： 與lyaxb =+ 2222 Γ′：
，為相似橢圓。 ,2222 kyaxb =+ 0,0 >> lk

其理由如下：如右圖（一），設兩橢圓

，中心點為 O0,0,
:
:

2222

2222

>>
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+Γ′

=+Γ
lk

kyaxb
lyaxb

( )0,0 ，點 B ( , )x y

在橢圓Γ上，點 A ( , )x y′ ′ 在橢圓 ′Γ 上。設OA rOB= ，即

x rx′ = ， ，代入方程式 ，得y ry′ = ,2222 kyaxb =′+′ 2 2 2 2 2 2b r x a r y k+ = 2 2 2 2b x a y⇒ + =

比較常數，得lyaxb =+2Γ 222: l
r
k
=2 l

kr =⇒ 。因此， OB
l
kOA = ，即 x

l
kx =′

y
l
ky =′ 。 

O

B
A Γ
Γ′

圖（一）

當兩共中心的橢圓 ，lyaxb =+Γ 2222: kyaxb =+Γ′ 2222: ( )0, >kl 的圖形關係是Γ
L2
2

k
r

與

，

L1

與Γ′
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可以互相伸縮而得到重合者，我們就定義Γ與Γ′為相似橢圓，且Γ伸縮到 的伸縮倍數為′Γ

l
k

。 

參、相似橢圓的切線關係 

觀察過中心的直線與兩相似橢圓Γ、Γ′的四個交點，而過此四點分別作Γ與Γ′之切

線將會平行。我們寫成定理 1 如下： 
定理 1：如圖（二），設Γ、 ′Γ 為兩相似橢圓，過中心點 O 的任意直線 L 交Γ、 ′Γ 於

B、D、A、C，且分別作 與 的切線 、 、 、 ，則 。 Γ Γ′ 1L 2L 3L 4L 1 2 3// // //L L L L4

)

證明：如圖（二），設兩相似橢圓 ，

，點 B 坐標為

lyaxb =+Γ 2222:

kyaxb =+Γ′ 2222: ( 0, >kl ( )0 0,x y ，則過點 B

的切線方程式 ： 。因2L lyyaxxb =+ 0
2

0
2 OB

l
kOA = ，點 A

坐標為 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00 , y

l
kx

l
k

，則過點 A 的切線方程式 ：1L

kyya
l
kxxb

l
k

=+ 0
2

0
2 klyyaxxb =+⇒ 0

2
0

2 ，得證 。同理，利用21 // LL OBOD −= ，

OB
l
kOC −= ，可分別推得 ， 。因此， 得證。 42 // LL 23 // LL 4321 ////// LLLL

Γ

Γ′

圖（二）
L4

L2

L1
O

B
A

C

肆、相似橢圓的切點弦關係 

觀察參中之圖（二），設過橢圓Γ′上的一點 A 的切線交橢圓Γ於兩點 E、F，猜測點 A

為線段 EF 之中點。我們寫成定理 2 如下： 

圖（三）

O

B
E

Γ

定理 2：如右圖（三）， 和 為兩相似橢圓，設直線 為過

橢圓Γ 上點 A 的切線，且 交橢圓

Γ ′Γ 1L
′ 1L Γ於兩點 E、F，則點 A 為弦

EF 的中點。反之，若 EF 為橢圓 的弦，且點 A 為弦Γ EF 的中點，

則存在一相似橢圓Γ′，使直線 EF 為過橢圓Γ′上點 A 的切線。 

證明：設橢圓 ，Γlyaxb =+Γ 2222: kyaxb =+′ 2222: ( )，點 A (0, >kl )0 0,x y 在橢圓

則直線 的方程式為b x ，若1L 2 2
0 0x a y y k+ = 00 ≠y ，利用

0
2

0
2

ya
xxbky −

= ，代入 axb +Γ 222:
F

Γ
A
L3

D

 

′
L1

Γ′上，

ly =2  



HPM 通訊第九卷第六期第六版 

l
ya

xxbkaxb =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⇒

2

0
2

0
2

222  ( ) 2
0

42
0

222
0

224 ylaxxbkayxba =−+⇒  

( ) 2
0

422
0

2222
0

22
0

222 2 ylakaxxbkaxxbyaba =+−+⇒ --------------------(1)式 

設點 E 和點 F 坐標分別 、( )1 1,E x y ( )2 2,F x y ，則式(1)的兩根為 ，由根與係數的

關係可知

21, xx

( )
2 2

0 01 2
02 2 2 2 2 2

0 0

2
2 2

ka b x kxx x x
ka b a y b x

+
= = =

+
，

2 2
0 1 0 21 2

2 2
0 0

1
2 2

k b x x k b x xy y
a y a y

⎛ ⎞− −+
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )
2

0
1 22 2

0 0

1 2
2

b xk x x
a y a y

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
0 1 2

2 2
0 0 2

b x x xk
a y a y

+⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
0

02 2
0 0

b xk x
a y a y

= −
2 2

0
02

0

a y y
a y

= = 。因此，點 A

恰為線段 EF 的中點。若 ，直線 為一鉛直線，設 L 和橢圓 的交點為 E、

F，則易得知點 A 為線段

00 =y kxxbL =0
2: Γ

EF 的中點。 

另一方面，設橢圓 上兩點lyaxb =+Γ 2222: ( )1 1,E x y 、 ( )2 2,F x y ， EF 的中點 A 為

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

2
,

2
2121 yyxx

，則點 A 在相似橢圓Γ′：
2

212
2

2122222

22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+
yyaxxbyaxb 上。可

知過點 A 的切線 L 方程式為
2

212
2

212212212

2222
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + yyaxxbyyyaxxxb ，切

線 L 的法向量 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
2

,
2

212212 yyaxxbn ，

( )2121
212212 ,

2
,

2
yyxxyyaxxbFEn −−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⋅  

( ) ( )[ ]2
2

2
1

22
2

2
1

2

2
1 yyaxxb −+−= ( )[ ]2

2
22

2
22

1
22

1
2

2
1 yaxbyaxb +−+= ( ) 0

2
1

=−= ll 。因此，可知

切線 L 與直線 EF 平行（或重合），又切線 L 與直線 EF 同時包含點 A，故直線 EF 與切線

L 重合。因此，若線段 EF 為橢圓Γ上的弦，且點 A 為弦 EF 中點，則存在一相似橢圓Γ′，

使直線 EF 為過橢圓Γ′上點 A 的切線。 

伍、橢圓中平行弦的中點性質探討 
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在橢圓上畫一組平行弦，觀察其各弦之中點該是共線，而且過中心。我們寫成定理 3
如下： 

定理 3：橢圓上任意一組平行弦的中點共線，且此直線會通過橢圓中心。設橢圓

，平行弦之斜率為 m，則所有斜率為 m 之平行弦的中點連線方程式為222222: bayaxb =+Γ

2

2

b
myax −

= 。（若為鉛直的平行弦中點連線，則恰為橢圓的對稱軸 ；若為水平的平行

弦中點連線，則恰為橢圓的對稱軸

0=y

0=x 。） 

證明：設平行弦之方程式為 kmxy += ， 222222 bmakbma +≤≤+− 。將 kmxy += 代入

，得222222: bayaxb =+Γ ( ) 222222 bakmxaxb =++  

( ) 02 222222222 =−+++⇒ bakamkxaxbma 。 

再設此 x 的二次方程式的兩根為 ， ，則1x 2x 222

2
21

2 bma
mkaxx
+

−=
+

，

k
bma
kmakmxxkmxkmxyy

+
+

−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+++

=
+

222

22
212121

222
。因此

2

2

222

2

222

22

222

2

21

21

1
2

2
b
ma

y
x

k
bma

bk
bma

may

bma
mkax

yyy

xxx
−

=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=

+
−=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

。因此，所有斜率為 m 之平

行弦的中點連線方程式為 2

2

b
myax −

= 。 

陸、橢圓切線公式的幾何探討 

在《HPM 通訊》第九卷第二、三期合刊第五版中，我們曾經發表一篇〈點與圓、球的

關係〉，以下定理是延續該篇的性質，將圓的性質推廣到橢圓，並且可以用在中點弦的計

算上；我們寫成定理 4 如下： 

定理 4：設橢圓 ，點222222: bayaxb =+Γ ( )00 , yxP （其中 ( ) ( )0 0, 0,x y ≠ 0 ），直線

，則 22
0

2
0

2: bayyaxxbL =+

(1) 當點 P 在橢圓 上時，直線 L 為過點 P 且與橢圓Γ Γ相切的切

線方程式。 

R

O

QA

B

P

Γ L

(2) 如右圖（四），當點 P ) 在橢圓,( 00 yx Γ外時， 
(a) 自點 P 作橢圓 的切線，得兩切點 A、B，則直線 L 為過

切點 A、 B 的直線方程式。 
Γ

圖（四） 
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(b) 設OP 和橢圓Γ、直線 L 分別交於點 Q、R，則
2

OQOROP =× 。 

(c) 若線段OP 與橢圓Γ相交於點 Q，且在線段OP 上取一點 R，使 ，且RQP −−

2
OQOROP =× ，則直線 L 恰為以點 R 為中點的弦所在的直線方程式。 

(3) 如右圖（五），當點 P 在橢圓 內時， Γ

L

O

R

Q
A

BP

(a) 直線 L 為一和橢圓不相交且平行以點 P 為中點弦的直

線方程式。 

(b) 設射線OP 和橢圓Γ、直線 L 分別交於點 Q、R，則

2
OQOROP =× 。  

Γ

圖（五）

(c) 若射線OP 與橢圓Γ交於點 Q，且在射線OP 上取一點

R，使 RQP −− ，且
2

OQOROP =× ，則以點 P 為中點弦所在之直線，即為自點 R

作橢圓Γ切線的兩切點的連線。 
證明： 
(1) 直線 L 恰好為過橢圓上的點的切線公式，證明略去。 

(2)(a)當點 P 0 0( , )x y 在橢圓Γ 外（2 2 2 2 2 2b x a y a b+ = ∴ 2 2 2 2 2 2
0 0b x a y a b+ > ）如圖（四），

自點 P 作橢圓 的切線 和 ，設切點為 和Γ PA PB 1 1( , )A x y 2 2( , )B x y ，則過切點 的切線

方程式為 ，因點 P

1 1( , )A x y

2 2 2
1 1b x x a y y a b+ = 2

0 0( , )x y 在此切線上，可得

-------(1)。 2 2
1 0 1 0b x x a y y a b+ = 2 2

同理，過切點 2 2( , )B x y 的切線方程式為b x ，因點 P2 2
2 2

2 2x a y y a b+ = 0 0( , )x y 在此切線

上，可得b x --------(2)。由(1)式和(2)式可知：點 和點2 2
2 0 2 0

2 2x a y y a b+ = 1 1( , )A x y 2 2( , )B x y 在

直線 上，即直線 L 為過兩切點 A、B 的直線方程式。 22
0

2
0

2: bayyaxxbL =+

(b)設OP 與橢圓Γ、直線 L 分別交於點 Q、R，且 ),( 00 tytxOPtOQ ，點 Q 在橢圓==
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:Γ 2 2 2 2 2 2b x a y a b+ = 上⇒  222
0

222
0

22 baytaxtb =+ ⇒ 12
0

22
0

2

22
2 <

+
=

yaxb
bat 。（因

） 2 2 2 2 2 2
0 0b x a y a b+ >

設 ), 0sy( 0sxOPs ==OR ，又點 R 在直線 L 上  ⇒ 222
0

22
0

2 basyasxb =+

⇒ 12
0

22
0

2

22

<
+

=
yaxb

bas 。因此，可得

( ) 22
22

0
2

02
0

22
0

2

22

OQOPtyx
yaxb

baOPOPsOROP ==+
+

== 。 

(c)若線段OP 與橢圓 相交於 Q，且在線段Γ OP 上取一點 R ，使 ，且P Q R− −

2
OP OR OQ× = 。假設 ( )0 0,OQ tOP tx ty= = ， ( )0 0,OR sOP sx sy= = ，利用

2
OP OR OQ× = ，

可推得
2 2

2
2 2 2 2

0 0

a bt
b x a y

=
+

s= 。由（a）部份可知，自點 P 作橢圓Γ的切線，得切點 ( )1 1,A x y 、

( 2 2, )B x y ，直線 為過切點 A、 B 的直線方程式。將點 R ( )（其

中

22
0

2
0

2: bayyaxxbL =+ 0 0,sx sy

2 2

2 2 2 2
0 0

a bs
b x a y

=
+

）代入直線 的方程式，得22
0

2
0

2: bayyaxxbL =+

( )2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0b sx a sy s b x a y+ = + ( )

2 2
2 2 2 2 2 2

0 02 2 2 2
0 0

a b b x a y a+ b
b x a y

= =
+

)

。因此，點 R 在直線 L

上。 

切點 、( )1 1,A x y ( 2 2,B x y 同時在橢圓 及直線 上。 2 2 2 2 2 2:b x a y a bΓ + = 22
0

2
0

2: bayyaxxbL =+

若當 ，利用0 0y ≠
2 2 2

0
2

0

a b b x xy
a y
−

= 代入  ，得2 2 2 2 2 2:b x a y a bΓ + =

22 2 2
2 2 2 2 20

2
0

a b b x xb x a a b
a y

⎛ ⎞−
+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
( )24 2 2 2 2 2 2 2 6 2 2

0 0a b y x a a b b x x a b y⇒ + − = 0

0

 

。 因 為此方程式的兩根，由根與係

數的關係可知 A、B 中點的 x 坐標為

( )2 2 2 2 2 2 2 4 4 6 4 6 2 2
0 0 02a b a y b x x a b x x a b a b y⇒ + − + = 21, xx

( )
4 4 2 2

01 2
0 02 2 2 22 2 2 2 2 2

0 00 0

2
2 2

a b xx x a b x sx
a y b xa b a y b x

+
= =

++
= ，
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恰為點 R 的 x 坐標。A、B 中點的 y 坐標為

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=+

0
2

20
2

0

2

0
2

10
2

0

2

21 2
1

2
1

ya
xxb

y
b

ya
xxb

y
byy ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
2

21

0
2

0
2

0

2 xx
ya
xb

y
b

0
0

2
0

2

0

2

sx
ya
xb

y
b

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−= 2

0
22

0
2

22

0
2

2
0

2

0

2

xbya
ba

ya
xb

y
b

02
0

22
0

2

2
0

2

0

2

sy
xbya

ya
y
b

=
+

= 。因此，點 R 的 y 坐標亦為 A、B 中點

的 y 坐標。因此，點 R 恰為兩切點 A、B 的中點，也就是直線 L 恰為以點 R 為中點的弦所

在的直線方程式。 

另一方面，若當 則 ，點0 0,y = 0 0x ≠ ( )0 ,0P x ，點 R ( )
2

0
0

,0 ,0asx
x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（
2 2 2

2 2 2 2 2
0 0

a b as
b x a y x

= =
+

∵
0

），直線
2

2 2 2
0

0

: aL b x x a b x
x

= ⇒ = 與橢圓 的交

點 A、B 為

2 2 2 2 2 2:b x a y a bΓ + =

2 2

2
0 0

, 1a ab
x x

⎛ ⎞
± −⎜⎜

⎝ ⎠
⎟⎟，可得 A、B 的中點恰為點 R。因此，直線 L 恰為以點 R 為中

點的弦所在的直線方程式。 

(3)(a)當點 P 0 0( , )x y 在橢圓Γ： 內（2 2 2 2 2 2b x a y a b+ = 222
0

22
0

2 bayaxb <+∴ ），如圖（五）。

設 AB 為以點 P 0 0( , )x y 為中點的弦，其中：點 和點1 1( , )A x y 2 2( , )B x y 在橢圓 ：

上。因此， -------(1)， -------(2)，(1)

式減(2)式得

Γ

2 2 2 2 2 2b x a y a b+ = 222
1

22
1

2 x bayab =+ 222
2

22
2

2 bayaxb =+

0)()( 2
2

2
1

22
2

2
1

2 =−+− yyaxxb ⇒ ( ) 0)())(( 2121
2

2121
2 =−++−+ yyyyaxxxxb -------(3)，因

AB 為以點 P 0 0( , )x y 為中點的弦，得 021021 2,2 yyyxxx =+=+ 代入(3)式，可得

。 ( ) 0)(2))(2( 210
2

210
2 =−+− yyyaxxxb

若 ，線段0 0y ≠ AB 的斜率
0

2
0

2

21

21

ya
xb

xx
yym −=

−
−

= 和直線 的斜率相

同，故直線 L 為一平行以點 P 為中點的弦的直線。 

22
0

2
0

2: bayyaxxbL =+

考慮橢圓 及直線 的聯立方程，利用2 2 2 2 2 2:b x a y a bΓ + = 22
0

2
0

2: bayyaxxbL =+
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2 2 2
0

2
0

a b b x xy
a y
−

= 代入  ，得2 2 2 2 2 2:b x a y a bΓ + =
22 2 2

2 2 2 2 20
2

0

a b b x xb x a a b
a y

⎛ ⎞−
+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

。 

( )24 2 2 2 2 2 2 2 6 2 2
0 0a b y x a a b b x x a b y⇒ + − = 0

0

4 4 2 2 2 2 2 4 2 2
0 0 04 4a b x a y b x a b y− + −

( )2 2 2 2 2 2 2 4 4 6 4 6 2 2
0 0 02a b a y b x x a b x x a b a b y⇒ + − + =

此方程式的判別式為

( )( )( )0 ( )( )4 4 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 04a b x a y b x b y⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦

( )4 2 2 2 2 2 2 2
0 0 04 0a y a y b x a b= + − < （∵ ，2 2 2 2 2 2

0 0b x a y a b+ < 0 0y ≠ ）。因此，若 ，直線

L 為一和橢圓不相交且平行以點 P 為中點的弦的直線方程式。 

0 0y ≠

若 （則0 0y = 0 0x ≠ ）， AB 為以點 P 為中點的弦，由(3)式可知直線 為通過點

P 的鉛直線。直線

0( ,0)x AB

2
2

0
0

: aL x x a x
x

= ⇒ = ，與橢圓中心 ( )0,0O 的距離為
2

0

a a
x

>

（ 00 x a< <∵ ）。所以，此時直線 L 為一與橢圓Γ不相交且平行以點 P 為中點弦的直線方

程式。 
(b)與 2(b)證法相同，故省略。 

(c)若射線OP 與橢圓 交於點 Q，假設Γ ( )00 ,tytxOPtOQ == ，則 12
0

22
0

2

22
2 >

+
=

yaxb
bat 。

在射線OP 上另取一點 R，使 RQP −− ，設 ( )00 ,sysxOPsOR == ，且點 R 滿足
2

OQOROP =×

（ OPsOPt
OP
OPt

OP
OQOR ====∴ 2

222

2
0

22
0

2

22
2

yaxb
bats
+

==⇒ ）。因點 P 0 0( , )x y 在橢圓Γ：

內，所以點 R ( 在橢圓外。 2 2 2 2 2 2b x a y a b+ = )

)
00 , sysx

由(2)(a)中可知：自點 R 作橢圓( 00 , sysx Γ切線的兩切點的連線（設為 ）方程式為

。設線段

L′

22
0

2
0

2 baysyaxsxb =+ AB 為以點 P 0 0( , )x y 為中點的弦，其中 、( )11, yxA ( )22 , yxB ，

由(a)部分的證明可得直線 AB 的斜率
0

2
0

2

21

21

ya
xb

xx
yym −=

−
−

= ，直線 L′的斜率
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0
2

0
2

0
2

0
2

ya
xb

sya
sxbm −=

−
= ，可知直線 與直線AB L′平行或重合（若 0 0y = ，則易看出兩者皆鉛直

線）。直線 的方程式為 （其中L′ 22
0

2
0

2 baysyaxsxb =+ 2
0

22
0

2

22

yaxb
bas
+

= ）。將點 P 0 0( , )x y 代

入得 ( ) ( ) 222
0

22
0

2
2

0
22

0
2

22
2

0
22

0
2

00
2

00
2 bayaxb

yaxb
bayaxbsysyaxsxb =+⋅
+

=+=+ ，故點 P 在直

線 上。因此，直線 和直線L′ L′ AB 皆過點 P，故直線 L′即為以點 R 為中點弦所在的直線。 

柒、實例應用 

根據以上的結果，我們重新回到前言中所提到的問題，逐一以不同的方法解題，一併

展現這些定理的美妙應用。 
設點 為橢圓 內的一點，一直線過點 P 且交橢圓 於兩點 A,B，若

點 P 為線段

( )1,2P 164: 22 =+Γ yx Γ

AB 的中點，求直線 AB 的方程式。 

解法 (1)：設過 AB 的直線方程式為 kmxy += （先驗證 AB 不為鉛直線），代入

，得164: 22 =+Γ yx ( ) 164 22 =++ kmxx ⇒ ( ) 0164841 222 =−+++ kmkxxm 。再設點

A ，點 B ，已知 為),( 11 yx ),( 22 yx ( 1,2P ) AB 的中點 4
41

8
221 =

+
−

=+⇒
m

mkxx ，

，將兩式聯立( ) 22422121 =+=++=+ kmkxxmyy

⎩
⎨
⎧

=+
−=+

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=
+
−

12
241

224

4
41

8 2
2

km
mkm

km
m

mk
( )mmm 21241 2 −−=+⇒

2
12441 22 −=⇒−=+⇒ mmmm ，

。因此，直線221 =−= mk AB 的方程式為 42 =+ yx 。 

解法 (2)：設點 A ，點 B ，A、B 在橢圓),( 11 yx ),( 22 yx Γ上 ，

，將兩式相減得

⇒ 164 2
1

2
1 =+ yx

164 2
2

2
2 =+ yx

⇒=−+− 0)(4)( 2
2

2
1

2
2

2
1 yyxx ( ) ( ) 0)(4)( 21212121 =+−++− yyyyxxxx ，又點 P 為 AB 的中

點，得 ,4=+ xx 21 21 2=+ yy 。因此，上式可化為 02)(44)( =⋅2121 −+⋅− yyxx ⇒直線 AB 的
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斜率
2
1

21

21 −=
−
−

=
xx
yym 。可得直線 AB 的方程式為

2
1

2
1 −
=

−
−

x
y 42 =+⇒ yx 。 

解法 (3)：根據定理 2，點 為橢圓 內一點，則存在一相似橢圓

，使的點 P 在相似橢圓

( )1,2P 164: 22 =+Γ yx

kyx =+Γ′ 22 4: Γ′上，且直線 AB 即為過點 P 的切線方程式。因 ( )1,2P

在橢圓 上，得 。故橢圓 ，且直線kyx =+Γ′ 22 4: 2 22 4 1 8k = + ⋅ = 84: 22 =+Γ′ yx AB 即為過

點 的切線方程式( )1,2P 8142 =⋅⋅+⋅ yx 42 =+⇒ yx 。此即為補教秘方的作法；因此，定理 2
就是該學生所須"知其所以然"的道理所在。 

解法 (4)：根據定理 4，設射線OP 交橢圓Γ於 Q，再設 ( ssOPsOQ ,2== )，點 Q 在橢

圓 上⇒164: 22 =+Γ yx 21644 22 =⇒=+ sss 。在射線OQ 上找一點 R，使
2

OQOROP =×  

。根據定理 4(3)(c)，可得直線 的方程式為以點 R(4,2)代入

定理 4 中之直線 L 方程式，即得

⇒ ( )2 2 2,1 (4,2)OR s OP= = = AB

4216244 =+⇒=⋅⋅+⋅ yxyx 。 

捌、結論 

在本文中，我們主要以高中生較易理解的方法提出論述。當然，中點弦還是可以引用

隱函數微分的方法來處理，但那是高中生較難理解的工具，我們不打算推薦。其實，本文

的方法，多少可以呼應 Richard Skemp 有關學習系統的觀點。在他的《數學學習心理學》

(1995) 中，Skemp 曾提到學習心理學中的理論系統，可分為視覺系統與言辭系統。其中，

言辭系統不只包含口中發出的聲音，還包含寫在紙上或黑板上的字。而視覺系統最好的例

子，則是畫圖形、動畫、影像。若能結合此兩種系統，將會使學生對數學學習產生意想不

到的興趣，更能加強學生的深刻印象。 
在本文所提供的定理中，我們先畫出圖形結構給學生『感覺』，真的可能會有如此的

結果。接著，再進一步說明如何證明由圖形得到的『感覺』，最後再完成證明過程。難怪

諾貝爾獎得主 Bragg 在八十歲生日時說：「我自己總是對事物先有視覺上的影像，然後才

產生新靈感。」這些定理我們在課堂上都已經講解過，大多數學生皆能得到深刻的體會。

學生在市面上的多元學習，常會遇見『知其然而不知其所以然』的情形，這是數學學習上

的重大不足。現在，藉此一問，能為學生釐清一些疑惑，且以淺白方式，提出有助於引導

學生解題方法與思考方向的策略，這是我們在數學教學上應該努力強化的工作。 
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π案叫絕論劉徽  
台師大數學系四年級 林德政、王懷智 

一. 前言 

    中國數學史上有許多優秀的數學家，其中最令人稱道的，當推西元三世紀的劉徽。劉

徽注解《九章算術》，在一般人認為以實用為主的中國社會裡，對於許多已知的數學公式

給予理論的証明。譬如，他提出圓面積公式的証明，並因此發展出了求圓周率的方法。因

此，少了劉徽的注解部份，《九章算術》或許將顯得微不足道。 
劉徽當然不是求圓周率的第一人，其後也有許多人求得比他更精確的圓周率近似值，

然而，劉徽所提出的方法，卻讓中國數學進入一個新的階段，也讓後代的人在求圓周率時

有更好的依靠。因此，在本文中，我們希望探討劉徽注解《九章算術》的目的及其背後意

函，從而對『割圓術』更進一步闡述，並說明它對於後世數學家造成的影響。 

二. 劉徽與九章算術 

   《九章算術》於東漢成書，內容是有關當時官員所需要的計算知識。在重視實用知識

的中國，劉徽的作法無疑是跨越了一道鴻溝，把中國的數學知識，推到了理論發展的階段。

或許因為劉徽研讀《九章算術》時，獲得了深刻的體驗：『觀陰陽之割裂，總算數之根源，

探賾之暇，遂悟其意。」同時，「算在六藝，古者以賓興賢能，教習國子。雖曰九數，其

能窮纖入微，探測無方。至於以法相傳，亦猶規矩度量可得而共，非特難為也。」可惜，

『當今好之者寡，故世雖多通才達學，而未必能綜於此耳。』在劉徽眼裡，《九章算術》

是極為重要的學問，然而，他當時身處三國亂世，時人對於算學並不重視，因此，激起他

為《九章算術》作注解的想法。 
    探討劉徽的割圓術，要先知道他如何確信圓周率是一個常數。原來，《九章算術》（作

者不詳）已經提供了圓面積的計算公式，也可以知道中國人相信『周三徑一』這個事實由

來已久。在劉徽之前，劉歆、張衡等人都做過圓周率的研究，也因此劉徽確定知道圓周率

是一個定值是不容置疑的，他也知道圓周率取三是為了計算上的方便。劉徽既然希望透過

「析理以辭，解體用圖」的方法，來為《九章算術》做注解，那麼，圓周率的更加精密求

法，也就成了他無法避免的問題。 

三.『以圓出方』及割圓術 

    在《九章算術》的『圓田術』中，出現了四個圓面積公式，分別是：1. 半周半徑相乘

得積步；2. 周徑相乘四而一；3. 徑自乘，三之，四而一；4. 周自相乘，十二而一。趙

爽及劉徽也都在《九章算術》看到了「圓出於方」以及「周三徑一」這些事實。然而，趙

爽只是對圓出於方做一個形式上的演示，並且接受圓周率為三這個事實。而劉徽注解《九

章算術》，則說明圓面積公式，成了注解『圓田術』第一步。事實上，劉徽利用了所謂的

『割圓術』，證明圓面積公式為「半周乘半徑」，也發現了『周三徑一』是不夠精密的：「若

夫觚之細者，與原合體，則表無餘徑。表無餘徑，則冪不外出矣。以一面乘半徑，觚而裁
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之，每輒自倍。故以半周乘半徑而為圓冪。此以周徑，謂至然之數，非周三徑一之率也。

周三者從其六觚之環耳。」 
    劉徽為圓面積的算法及圓周率求法做了完美的注解，也在中國數學史上寫下美麗的篇

章。他的割圓術，也隱含了「無限」的概念：「割之彌細，所失彌少。割之又割，以至於

不可割，則與圓合體無所失矣。」將劉徽的註解與歐幾里得、阿基米德的圓面積證明做比

較，可以看到非常相似的方法。只是歐幾里得跟阿基米德都不敢走到『無限』這一步，這

與東西方的數學發展過程有極大的關係。Zeno 的悖論使得西方數學家一直不敢碰觸無限這

一個觀念，也使得歐幾里得、阿基米德的圓面積公式無法走到最後一步。然而，在中國的

戰國時期末年，名家公孫龍就曾提出這樣一個有趣的命題：「一尺之棰，日取其半，萬世

不竭」，可以看出無限的概念，其實是被中國人所接受的。 
    至於劉徽如何割圓呢？他從圓內接正六邊形出發，割六邊形為十二邊形，以至於二十

四邊形、四十八邊形、九十六邊形最後做到一百九十二邊形，劉徽用了極大的篇幅在介紹

割圓的方法，可見，他對於割圓術的重視(也或許對於自己創見的自得)。對於劉徽說明割

圓術的過程，因篇幅過多這裡就不多作介紹了。不過，劉徽的割圓術中用到的數學知識倒

是可以討論的。 
劉徽的割圓術運用了四個個重要的數學方法： 
‧圓內正六邊形每邊長與半徑相等； 
‧箏形的面積為兩對角線相乘積之半； 
‧商高定理； 
‧設 ， 為圓內接正 n 邊形及正 2n 邊形之面積，S 為圓面積，則 nS 2nS
　 ＜S＜ ＋（ ）。 2nS 2nS 2nS S− n

圓內接正六邊型邊長與半徑相等，是劉徽做出六觚之冪的先決條件，也是劉徽割圓術的開

端。至於劉徽如何知道這件事實，在他的注解裡並沒有請楚的寫出。割六觚以為十二觚，

「以六觚之ㄧ面乘半徑，因而三之，得十二觚之冪。」即是運用箏形面積為對角線乘積之

半，將圓內接正十二邊形式為六個箏形，則得出圓內接正十二邊形之面積。接著利用商高

定理求出正十二邊形的邊長，由此再運用前一方法求出二十四觚之冪，最後求出一百九十

二觚之冪。然而其中最令人驚艷的，是劉徽由圓內接正一百九十二邊形及圓內接九十六邊

形面，找出圓面積的範圍： 
得冪三百一十四寸、六百二十五分寸之六十四，及一百九十二觚之冪也。以九十六觚

之冪減之，於六百二十五分寸之ㄧ百五，謂之差冪。倍之，為分寸之二百一十，即九

十六觚之外弧田九十六所，謂以弦乘矢之凡冪也。加此冪於九十六觚之冪，得三百一

十四寸、六百二十五分寸之ㄧ百九十六，則出於圓之表矣。 

劉徽用此方法求出圓面積介於 3.141024 與 3.142704 之間，如此相較於阿基米德用圓內接

正多邊形與圓外切正多邊形去逼近圓面積，顯得更加簡單了。 

四. 劉徽、祖沖之、趙友欽 

    要想談論這三位數學家，就必須讓我們回溯到被認定成書於東漢的《九章算術》。現

在，就讓我們再討論一下劉徽注解《九章算術》的背後意涵！劉徽被認定為第三世紀中國
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最偉大的數學家，究其原因之一，無疑是他對圓周率近似值的追求，以及在注解《九章算

術》時，提出『半周半徑相乘得積步』這個命題的獨到註解：『案：半周為從，半徑為廣，

故廣從相乘得積步也』。而給這個註解強而有力的後盾者，即為令後世為之瘋狂的『割圓

術』！ 
倘若我們忽略《九章算術》中註解的部分，那整本書籍在某種程度上，就跟現今因為

考試制度所誕生的公式本一樣，毫無一點生命力可言。這樣的書，怎麼會值得劉徽這樣聰

明的人去為它作注呢？其實，當我們仔細思考九章的成書過程，它孕於秦、西漢而成書於

東漢，有不少專家認為就是《九章算術》產生的重要背景之一，便是帝國統一的外在環境

需要吧！的確，若我們仔細思量九章的內容，會發現裡面果真有許多章節是為了實用性的

目的，諸如均輸、方田等等。再者，以當時的學習情況來看，九章乃為官者必讀之書，何

以為官者必讀九章？為官者須有德性，以及能明辨是非、管理的知識，不過，《九章算術》

與德性無關，由此可之，《九章算術》乃為了帝國統一的外在環境需要而產生。 
回到我們的問題，劉徽究竟為何替《九章算術》作注？筆者認為乃是基於學者對嚴整

理論的內在欲望，即純粹為了『作學問而作學問』，非關其他因素。試想，在一般史家所

認為以實用導向的中國數學傳統中，劉徽為何要去證明一個類似像圭田這種至少已經有

150 年歷史，學者們深信不移的『半廣以乘正縱』這個鐵則呢？既然計算上完全不會有誤

差，那何需證明！無論如何，答案全指向一個理念：為學術而學術！這種想法不難從他的

注序中窺之一二： 
徽幼習九章，長再詳覽。觀陰陽之割裂，總算術之根源，探賾之暇，遂悟其意。是以

敢竭頑魯，采其所見，為之作注。事類相推，各有攸歸，故枝條雖分而同本榦知，發

其一端而已。又所析理以辭，解體用圖，庶亦約而能周，通而不黷，覽之者思過半矣。 
而從注解中也可略知一二：『然世傳此法，莫肯精覈；學者踵古，習其謬失。不有明據，

辯之斯難』。或有人認為也許注書是為了升官，但對劉徽來說，這應該不是他的主要目的。

依照歷史記載，我們知道劉徽的官位應該不大，因為史冊中記載劉徽的只有一行字，可想

而知他並非大官。再者，若欲升官，那應該不是注解像《九章算術》這一類的書，而應該

像祖沖之，制定曆律，這種影響整個國家的曆法，或是注解經史子集才說得通。由上文可

知，劉徽的動機應是發至內心對學問的探索。相較於祖沖之，劉徽顯得更像學者，但祖沖

之卻將圓周率的推算帶到另一個境界！ 
祖沖之一直是個家喻戶曉的名字，這當然與他顯赫的成就有關係。在數學史上，沒人

可以忽略他將圓周率的值精準地算到小數點後六位這件事。由於祖沖之所寫的《綴術》已

經失傳，所以，我們無法一窺他怎麼求出『祖率』，但就《隋書．律曆志》中有些許的線

索： 
    宋末南徐州從史祖沖之更開密法，以圓徑一億為一丈，圓周數盈數三丈一尺四寸一  

分五釐九毫二秒七忽，朒數三丈一尺四寸一分五釐九毫二秒六忽，正數在盈朒二限之

間。密率：圓徑一百一十三，圓周三百五十五，約率：圓徑七，周二十二。 
我們不難發現，他也是利用逼近的方式，去求圓周率的近似值，故雖然祖沖之批評劉歆、

張衡、劉徽、王蕃、皮延宗等人的新率『未臻折衷』，但筆者卻不認為祖沖之曾經使用了

較好的方式。因此，筆者依然認為他延用了劉徽的割圓術來逼近圓周率，只是方法可能略
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加簡化而已。至於祖沖之的兒子祖暅，還是使用劉徽的割圓術去逼近圓周率，當然方法略

有不同，但本質上應該是一樣的。雖說《綴術》深奧難懂，但在一脈單傳的中國社會裡，

父親的學問會傳給兒子，所以，祖沖之的方法，應不至於連他的兒子，也是偉大科學家的

祖暅也無法窺其面貌吧。總之，我們推測祖沖之並未提出更好的方法。然而提到祖沖之，

就不免要提到他的約率與密率，史家紀志綱認為，祖沖之將3927
1250 、3.1415926 與

3.1415927 表為連分數展開式，然後，再各自求漸近分數始知： 

3927
1250 漸近分數為 3

1 、 22
7 、355

113、3927
1250  

3.1415926 漸近分數為 3
1 、 22

7 、333
106、355

113、……….. 

3.1415927 漸近分數為 3
1 、 22

7 、333
105、355

113、…………. 

我們可以清楚看到，三個數表為漸近分數時，有兩組分數三者共同擁有，即 22
7、355

113，

故有史家認為選此兩數為『約率』與『密率』是很自然的！然而為什麼祖率是355
113而非

22
7 呢？這是因為當

355
113

b
a

π π− ≤ − ，其中 0 113a< ≤ 都成立！ 

事實上，我們無從得知祖沖之是如何算出『祖率』，對於他如何選擇『約率』與『密

率』也無從得知。上文皆為推測而得，並無很強的佐證，中國古代數學家並未對連分數術

進行深入的研究，也沒有需要用到連分數的數學題目。儘管祖沖之是一位偉大科學家，對

於天體運行也有深刻的研究，但以此說明他在圓周率的求法上使用了連分數，未免過於牽

強，再加上祖沖之的《綴術》失傳已久，使我們有著些許的悵然。 
不過，幸運地，趙友欽卻在劉徽與祖沖之間搭起了一座橋樑，讓我們更有理由相信祖

沖之的『祖率』極有可能是使用割圓術！他同樣在探求圓周率這個值，而他的做法也依然

是割圓術，只是前人都是從圓內接正六邊形開始割，但這位老兄，他卻從圓內接正方形下

手，再割成正八邊形、正十六邊形等等，當他割至正 16384（ = 4 x 212）邊形的時候，終

於驗證了祖沖之圓周率值估計的正確性。 
讀者至此可能會沒什麼感覺，認為祖沖之這段不是都在談論圓周率，趙有欽的做法跟

前人沒太大差異，為何需要介紹他呢！其實，正是因為他的這項壯舉，使得祖沖之的祖率

與劉徽的割圓術之間產生了聯繫！讀者可別忘了，祖沖之如何求得 π＝3.141592？ 我們完

全不知道！所以，趙友欽的做法讓我們了解到，原來用割圓術是有可能做到跟祖沖之一樣

的結果！筆者初讀至此時反覆思量，才赫然發現這個重要的結論，於是，心中的陰霾，乃

一掃而空！ 
    這三人為不同朝代的人物，但都是在追求圓周率的近似值。他們三人儘管做法有差

異，但殊途同歸，同時，『割圓術』把三人緊緊繫在一起。然則在三人的朝代間，是否有

人用不同的方式去探求圓周率值？我們無從得之，但唯一可以確定的是，對圓周率值的探
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求方法，使得中國數學在全世界數學史中，佔有不可小覷的地位。 
    趙友欽的貢獻，讓我們看到劉徽與祖沖之的連結，或許可以稍稍彌補《綴術》失傳的

遺憾。然而，『約率』與『密率』如何發現，則仍然是一個值得深入探討的課題。 

五. 建議與評論 

    歷史上有關劉徽的記載非常少，對於劉徽注解《九章算術》，更只是短短的一句話「魏

景元四年劉徽，注九章」帶過，這使我們只能從劉徽注九章的內容中尋找線索。然而，劉

徽對於中國的數學、乃至於科學的貢獻，卻是不可抹滅的。如同前文所言，劉徽將中國數

學知識由經驗公式，推展到理論發展的階段，光憑這一點，就足以讓他名留青史。可惜，

他的作為並不被當時所重視，以至於我們失去了許多寶貴的資料。有關劉徽為什麼要注解

九章算術，他的目的到底是什麼？前面做了一點推測，但我們仍希望能有更多的資料及研

究，來說明這件事。無奈事與願違，只能從其言行中窺知一二。 
劉徽除了在數學上的偉大貢獻，他對於數學本質的掌握，也可以是我們學習的對象。

劉徽在注解《九章算術》的序文裡提到：『事類相推，各有攸歸，故枝條雖分而同本幹者，

知發其一端而已』，可見，他對於數學知識的敏銳洞察力，也點出了學習數學最重要的觀

念。儘管如此，即使到了現在，還是很少人能了解劉徽的貢獻，相較之下，祖沖之似乎還

更有名氣。不管是在數學或是歷史課堂上，教師如果想要講圓周率的故事，總會提到：祖

沖之所算的圓周率準確到小數點後第六位。其實，如果教師願意花點時間去閱讀、說明劉

徽的割圓術，那麼，有關圓周率的故事，一定可以講得更加精采。我希望以後的數學課堂

上，中國數學史上求圓周率的主角會加上劉徽，而不再只有祖沖之。 

    另外，本文也提到祖沖之的《綴術》已經失傳，這是非常可惜的，說不定他割圓的方

式也條列其中。但沒有資料留存，一切都是白說。我們相信祖沖之是繼劉徽之後，將中國

數學推到另一個高峰的人物。無疑地，中國數學史少了祖沖之，將會留下許多的遺憾，因

此，我們也期望將來能看到更多有關祖沖之的研究。 
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溫柔與感傷的數學真理—閱讀《博士熱愛的算式》 

西松高中 蘇惠玉老師 

書名：博士熱愛的算式（博士の愛した数式） 
作者：小川洋子   譯者：王蘊潔   
出版社：台北，麥田出版社 
出版年份：2004 
ISBN 986-7537-90-4 
定價：240 元 
  

「我的記憶容量只有八十分鐘」。 
《博士熱愛的算式》是一本小說，主角是一位曾在大學裡教數論的博士，在 1975 年時因

車禍影響，腦袋對記憶的容量像一只錄影帶一樣，只能容納八十分鐘，之後像錄影帶重新

錄製一般，之前的記憶全部不見，他的記憶只存在 1975 年之前，每一天來照顧他生活起

居的管家，不管工作了多久，對他而言，都是一個陌生人，博士只能用他自己的方式面對

每天開門時的尷尬： 
「你穿幾號鞋子？」「24 號」「多純潔的數字，是 4的連乘（階乘）」； 
「你家的電話號碼？」「5761455 嗎？真了不起。這是一億以下的質數總數」 
數字的中性不具個人色彩，順利地幫博士保護了自己與隔離他人。 
 由於數學真理的不朽，所以能夠超越人類有限的記憶而存在，這就成了博士與別人獨

特的溝通方式，藉由數學，博士和管家與她十歲的兒子建立了強烈的羈絆。博士稱管家的

兒子「根號√」，因為他的頭頂平平的，很像根號，他說：「你是根號，這是一個面對任何

數字，都不會有絲毫為難之色，以寬大的胸懷加以包容的符號，是根號。」因為管家的生

日是 2 月 20 日(220)，博士腕錶的編號是 284，他跟管家解釋了何謂「友誼數」，並說：「這

是一對友誼數，是很難得的組合喔。不管是費瑪還是笛卡兒（書中翻譯成迪卡爾），都只

有找到一組而已，是在上天安排下結合的數字，你不覺得很美嗎？你的生日和刻在我手腕

上的數字竟然有如此奇妙的關連。」 
 雖然這是一本小說，也可以看成是一本數學的科普書，書裡介紹了許多數論的知識，

除了友誼數之外，博士所解釋的合成數、質數、等差級數求和，透過書中第一人稱管家的

感受，對比於博士記憶的有限，更能讓人體會數學的美與純粹，同時卻也帶著一絲淡淡的

哀愁。數學對我們這些長期浸淫其中的人來說，常因她的邏輯與理性而自豪，數學卻也因

為理性與中性而顯得冰冷無情，作者透過高中休學的管家，將數學擬人化得柔軟了起來，

例如歐拉公式 ： 1 0ieπ + =
…來自宇宙的π飄然地來到 e的身旁，和害羞的 i握著手。他們的身體緊緊地靠在一

起，屏住呼吸，但有人加了 1以後，世界就毫無預警地發生了巨大的變化。一切都歸

於 0。 

歐拉公式就像是暗夜中閃亮的一道流星；也像是刻在漆黑的洞窟裡的一行詩句。 
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 我很少看到一本小說容納這麼多數學元素，卻不顯得突兀的，作者自言她想要「呈現

數字的永恆和人類有限的對比」，這一點，作者藉著創造博士這個人物，很巧妙的做到了。

一個記憶只有八十分鐘的老人家，人類的一切技能，甚至是對摯愛友人的記憶都沒辦法保

存時，卻能夠靠永恆的數學真理將感情緊緊聯繫。本書中同時利用第一人稱管家的感受，

讓我們經歷一段奇妙的數學學習之旅，讓我們用不同的角度與更柔軟的心態來看待數學。

這本書我不想將她定位為書背書評中所寫的「記憶與愛情之間關係的一個預言」，而是人

類與數學之間的相處所綻放的光芒，因為短暫，所以珍貴。 
 

 

1. 為節省影印成本，本通訊將減少紙版的的發行，請讀者盡量改訂PDF電子檔。要訂閱請將

您的大名，地址，e-mail至  suhui_yu@yahoo.com.tw
2. 本通訊若需影印僅限教學用，若需轉載請洽原作者或本通訊發行人。 
3. 歡迎對數學教育、數學史、教育時事評論等主題有興趣的教師、家長及學生踴躍投稿。投

稿請e-mail至suhui_yu@yahoo.com.tw
4. 本通訊內容可至網站下載。網址：http://math.ntnu.edu.tw/～horng/letter/hpmletter.htm
5.  以下是本通訊在各縣市學校的聯絡員，有事沒事請就聯絡 
 

《HPM 通訊》駐校連絡員 

 
日本東京市：陳昭蓉 (東京工業大學) 、李佳嬅（東京大學） 
台北市：楊淑芬（松山高中） 杜雲華、陳彥宏、游經祥、蘇意雯、蘇慧珍（成功高中）  

蘇俊鴻（北一女中） 陳啟文（中山女高） 蘇惠玉（西松高中） 蕭文俊（中崙高中）

郭慶章（建國中學） 李秀卿（景美女中） 王錫熙（三民國中） 謝佩珍、葉和文

（百齡高中） 彭良禎（麗山高中） 邱靜如（實踐國中） 郭守德（大安高工）  
林裕意（開平中學）林壽福 (興雅國中) 

台北縣：顏志成（新莊高中） 陳鳳珠（中正國中） 黃清揚（福和國中） 董芳成（海山高中）

林旻志（錦和中學） 孫梅茵（海山高工） 周宗奎（清水中學） 莊嘉玲（林口高中）

吳建任（樹林中學） 陳玉芬（明德高中） 楊瓊茹 (及人中學) 
宜蘭縣：陳敏皓（蘭陽女中） 吳秉鴻（國華國中）林肯輝（羅東國中）  
桃園縣：許雪珍（陽明高中） 王文珮（青溪國中） 陳威南（平鎮中學） 洪宜亭（內壢高中）

鐘啟哲（武漢國中） 徐梅芳（新坡國中）郭志輝（內壢高中） 
新竹縣：洪誌陽、李俊坤、葉吉海（新竹高中） 陳夢琦、陳瑩琪、陳淑婷（竹北高中）  

洪正川（新竹高商） 
台中縣：洪秀敏（豐原高中） 楊淑玲（神岡國中）  
台中市：阮錫琦（西苑高中） 歐士福（五權國中） 
嘉義市：謝三寶（嘉義高工）  
台南縣：李建宗（北門高工） 
高雄市：廖惠儀（大仁國中）  
屏東縣：陳冠良（枋寮高中） 
金門：楊玉星（金城中學） 張復凱（金門高中） 
馬祖：王連發（馬祖高中） 
 
附註：本通訊長期徵求各位老師的教學心得，尤其有關海龍公式的教學心得， 

懇請各位老師惠賜高見！ 
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