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          八月份的 HPM 喜訊 
         

 上個月 (2000 年 8 月)，陳冠良、楊玉星、謝佩珍、蕭文俊、

過了碩士論文答辯，榮獲了本系所教學碩士班的碩士學位。正如

碩士一樣，他（她）們經歷了相當辛苦的奮鬥，才得以享受這一

地向她（他）們表示誠摯的祝賀。我想，對他（她）們來說，這

數學史或 HPM）的門檻已經跨過，往後，身為中學數學教師，他

可以走得更加平順。 
 在他（她）們所完成的六篇論文中，楊玉星與王錫熙分別研究

七世紀）與梅啟照（十九世紀）。其實，明清時期的中國數學史研

學家一直都無法獲得應有的注意，連帶地我們對於那些『主要』(
七世紀）或李善蘭（十九世紀）等人的歷史脈絡，總是有欠完整

史的觀點來看，我們離比較貼近地刻劃這兩個時期的中國數學史

我們究竟應該如何彌補呢？或許中國數學史家願意接觸一點中世

此一來，明清那麼多的數學史料，就會變得比較有意義了。 
至於在另外四篇中，陳冠良、謝佩珍、蕭文俊與孫梅茵，都

梅茵以十七、八世紀的朴繘及其《籌學本原》為研究對象，陳冠

洪正夏《九一集》的前身，不過，無法確定），他（她）們的成果

以對中國傳入的天元術發揚光大。另外，蕭文俊研究十九世紀的

解》，以『貼近文本』的進路，考察南秉哲如何轉化清中葉李銳註

原著）。還有，謝佩珍的韓國勾股術研究，則是『平行』了黃清揚去年

年間的勾股術發展之研究》，以單一的主題來看韓國數學知識的演

試的研究進路，對於我們企圖描繪韓國數學發展的風貌，助益當

茲將這六篇論文的題目與作者敘述如下： 
王錫熙：《清代算學家梅啟照及其算學研究》； 
 八月份的 HPM 喜訊 

 「數學期望值」學習工作單 

 數學雜談--從數學歸納法談起 

 訪日雜談 

 一段令人驚豔的邂逅《鸚鵡定理》

讀後感 

 新書櫥窗： 

《小學數學教學交流集『數有心

得』》 

《興雅國中數學步道》 

 論文摘要： 
 《朝鮮算學家學習中國古代數
學文本的轉化：以南秉哲 
(1817-1863) 《海鏡細草解》為例》
摘要 
  台師大數學系 洪萬生教授 

王錫熙與孫梅茵，分別通

同其他從本系所畢業的教學

甜美的果實。我必須再一次

一個獨立探索知識（特別是

（她）們的專業發展一定

中國清代數學家方中通（十

究中，『次要』(minor) 數

major) 數學家如梅文鼎（十

的掌握。因此，從數學社會

，實在還相當遙遠呢。然則

紀科（數）學史的論述，如

以韓國數學史為題。其中孫

良研究《東算抄》（可能是

都證明了：朝鮮數學家可

朝鮮南秉哲及其《海鏡細草

解的《測圓海鏡》（金李冶

所完成的《中國 1368-1806
化與成長，是非常值得嚐

然也相當大。 
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孫梅茵：《朴繘《籌學本原初探》； 
 陳冠良：《《東算抄》之內容分析》； 

楊玉星：《清代算學家方中通及其算學研究》； 
謝佩珍：《韓國勾股術發展之研究》； 
蕭文俊：《朝鮮算學家學習中國古代數學文本的轉化：以南秉哲 (1817-1863)《海鏡細草

解》為例》。 
有興趣的讀者可以上網查閱。我們竭誠地歡迎大家的指教與回饋。 

 
 
 
 
 
 
 
 

『數學期望值』學習工作單 
       北市成功高中 蘇慧珍老師 

一、前言 

在一堂數學課中，教師呈現給學生的，往往有專業的理論以及教師的權威。在這裡，

我所指的權威是「老師說，學生聽」的教學模式。如果想要營造活潑的教學環境，相信教師

必須提供學生可熱烈討論的問題，而所提出的問題對於學生的單元學習若能有所幫助，自然

是最佳的學習情境。為嘗試達到此目標，筆者在『數學期望值』單元教學時，特別挑選歷史

上幾位數學家們對於『賭金分配』的幾種方法，引發學生的探索興趣，希望能經由一連串的

討論，讓學生們對於數學發展具有參與感，並能從數學家錯誤的解決方式中，試著了解自己

的學習困難之癥結所在。 

二、教學指引 

    『賭金分配』曾引發一連串歷史上不同時代數學家的熱烈討論。筆者希望能將這些重現

於教室中，鼓勵學生成為為主動學習者，而教師則擔任觀察者及協調者。不過，教師的適時

介入與引導，卻是很重要的關鍵。筆者所希望達成的教學過程，以圖略表如下： 
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至於實施方法，則是由教師提問之後，讓學生討論各種解法之可行性。可想而知，學生

們的看法必定會有不同處，此時的討論就是一種社會化的過程。同時，透過討論，學生可以

檢視自己的想法，讓概念得到更多的澄清。另一方面，在與歷史上的數學家之經驗連結之後，

學生或許可以了解數學並非一蹴可幾，而是一種循序發展的文化。同時，學生本身會犯的錯

誤，也可經由歷史重現的方式找到盲點，進而獲得改善的機會。 
筆者認為，本張工作單的作用，在於鞏固學生對於機率的基本概念，亦即『機會的均等

與否』的討論。不過，或許我們可以先追溯這些相關概念的歷史淵源。 

三、歷史回顧  

 機率論的起源之一為賭博問題。在 15~16 世紀中，義大利數學家帕西歐里(Luca Pacioli)、
塔爾塔利亞 (Niccolo Tartaglia) 和卡爾連奇 (Fillipo Carlandri) 的著述中，都曾討論過『如果

兩個人賭博提前結束，該如何分配賭金?』等機率問題。其中，帕西歐里的著作《大全》(Summa 
de arithmetica geometria proportioni et proportionalita)，就有如下一題： 

兩球隊比賽聲明投進一球得 10 分，先得 60 分者獲勝。但是比賽途中因為有狀況發生，

導致無法賽完，此時一隊得 50 分，而另一隊得 30 分，試問該如何分配賭金？ 
以上的情況，當然必須假設兩隊是實力相當的。帕西歐里的解法是根據以得分的比例作分

配，意即 50：30＝5：3。塔爾塔利亞在他的著述 General trattato di numeri et misure 中，批

評帕西歐里的解法有誤。他注意到，若是其中有一隊得 0 分，則他們將無法分得賭金，而這

樣的分法是不公平的。 
    卡爾連奇也一樣在他的著述中，使用了類似成比例的分法。但在其他文件中，我們發現，

他使用了另一種不同的解法，筆者舉例說明如下：若討論與上述相同問題，有一隊需再得

10 就贏得比賽，而另一隊則需再贏得 30 分就贏得比賽，因此，分配賭金以其所再需要分數

反比分配，
1 1: 30 :10 3

10 30
= = :1。就我們現在的解法去檢驗它，答案當然是錯誤的。 

    其後的約兩百年間，許多其他數學家也分別給出了許多解法，但是，卻遲遲無法為機率

論揭開神秘的面紗。 

四、巴斯卡與費馬的通信 

在 1654 年左右，愛好賭博的法國人米爾 (Chevalier de Mere) 向巴斯卡(Blaise Pascal) 提

出了類似的分配賭金問題，引發了巴斯卡與費馬 (Oeuvres de Fermat) 之間探討機率問題的

多封通信。在通信中，他們利用組合方法給出了這類問題的正確答案，從而在機率論中創立

了一些基本結果。米爾的問題如下： 
兩人比賽各出資 32 金幣，規定必須要贏三局才能贏得賭金，但後來比賽因故終止，且

勝局比為(1,0)，問此時應如何分配賭金？ 
巴斯卡依序考慮兩人勝局比 (2,1)，(2,0)，(1,0)。首先分析 (2 , 1)，若繼續比賽，如果第一

位贏，則比局 (3 , 1)，他將拿走全部的賭金；如果第二位贏，則比局 (2 , 2)，每個人均分所

有金幣，即 32 金幣。因此，第一位至少將得到 32 金幣，而剩餘均分即 16、16，所以，比

賽終止時的分法為 [32＋16,16]，亦即 [48 , 16]。 
接下來，分析 (2 , 0)。若繼續比賽，如果第一位贏，則比局 (3 , 0)，他將拿走全部賭金；

如果第二位贏，則比局 (2 , 1)，由上述結果可知，第一位將拿走 48 金幣。因此第一位至少
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將得到 48 金幣，而剩餘均分即 8、8，所以終止比賽時的分法為 [48＋8,8]，即 [56 , 8]。 
最後，分析 (1 , 0)。若繼續比賽，如果第一位贏，則比局 (2 , 0)，由上述結果可知，第

一位將拿走 56 金幣，第二位將拿走 8 金幣；如果第二位贏，則比局(1 , 1)，每個人均分所有

金幣。因此，第一位至少拿到 32 金幣，第二位至少拿到 8 金幣，剩餘 24 金幣，兩人均分即

12、12，所以，終止比賽時的分法為 [32＋12,8＋12]，即 [44 , 20]，比例即為 44：20＝11：

5。 
    費馬的解法，是考慮最多還需要幾場比賽才能看出贏家。如果第一位需要再比 m 場才

贏，第二位需要再比 n 場才贏，則最多需再經過 m＋n－1 場比賽即知結果；例如米爾問題

中，兩人勝局比數為(1 , 0)，則第一位需再贏 2 場、第二位需再贏 3 場即知結果，因此，兩

人最多再比 2＋3－1＝4 場比賽，考慮此四場結果如下（a 代表第一位獲勝，b 代表第二位獲

勝）： 
  aaaa (1)   aaab (1)         aabb (1)          abbb (2)          bbbb (2) 
            aaba (1)        abba (1)          bbba (2)      
            abaa (1)        bbaa (1)          bbab (2) 
            baaa (1)        baab (1)          babb (2) 
                          baba (1) 
                          abab (1) 
    由上述可知，兩位應該分的比例為 11：5，此結果與巴斯卡的答案相同。但是，法國數

學家羅貝瓦爾 (Gilles de Roberval) 卻持不同的看法，他認為有些比賽不需要列出四場，而

只需二、三場則可得結果。 
    費馬的解法扯出巴斯卡的二項式定理，亦即：若把 a，b 是為兩項，其四次展開式為

，其中係數為 1、4、6、4、1，因此，分法為（1+4+6）：

（4+1）＝11：5。（很神奇吧！） 

4 4 3 2 2 3( ) 4 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + +

荷蘭數學家惠更斯 (Christopher Huygens) 訪問巴黎時，了解到巴斯卡與費馬的通信研

究，對這類問題產生興趣，後來，他撰寫《骰子遊戲》(Dice Game, 1657) 來探討機率問題

的原理，其中包含許多習題，被許多人認為是機率史上第一本教科書。 

五、工作單的設計理念及細部分析 

    筆者將『賭金分配』問題設計如下： 
若有兩人各出資賭金 96 金幣，規定必須要贏三場者才能贏得全部賭金 192 金幣，但比

賽中途因故終止，且此時勝局數(甲:乙)為（2:1），問此時應如何分配賭金？（甲乙兩人

實力相當） 
賭金的多少，取決於是否能夠被 32 及 3 整除。（原因留待後文說明！）筆者一開始並不引述

歷史上的問題吸引學生，而是稍加改良後再加以提問。有關具體實施方式，筆者認為有兩種： 
1. 提問後，由學生開始討論其解法應為何，教師並適時指導。 
2. 提問後，以隱匿作者名字方式舉出各種解法，讓學生判別各解法之可行性。  
筆者決定採用第二種，原因在於本校每班學生在外補習人數約有一半，關於賭金分配問

題以機率求其解的方式，有些學生會『毫無猶豫』（亦即：未經深思）地提出，而且，我也

擔心他們會局限於所學，因此，最後決定採用第二種方式：一方面讓學生可以欣賞其他解法，

另一方面，筆者也有意藉此觀察學生的觀念是否正確。 
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    筆者分別採用帕西歐里 (A)、卡爾連奇 (B)、費馬 (C)、巴斯卡 (D) 的解法，並將其匿

名引用依序如下： 

A：賭金分配應就其勝局比數，即 2:1，依比例分配，甲應分得
2192 128
3

× = 金幣，乙應分得

1192 64
3

× = 金幣。（由於賭金被 3 整除較好討論，因此，筆者將其賭金設定為被 3 整除之數。） 

B：其賭金分配應考慮若不終止比賽，兩人各須贏幾場，按其各須贏得場數反比分配；即甲

已贏 2 場，須再贏一場就可獲賭金，而乙已贏 1 場，須再贏二場就可獲賭金，因此，甲所需

場數：乙所需場數＝1:2，故其反比為 1 1: 2 :
1 2

= 1，由此可知，甲應分得
2192 金幣，

乙應分得

128
3

× =

1192 金幣。 64
3

× =

C：根據至多需要幾場比賽才能看出贏家，如果甲需要再比m場才贏；乙需要再比n場才贏，

則需再經過m＋n－1 場才能宣布贏家。以勝局比為（2:1）為例，接下來的二場比賽可能結

果列出如下： 
（a 代表甲勝，b 代表乙勝） 
           aa           ab           ba          bb 
         (甲勝)        (甲勝)       (甲勝)       (乙勝) 

所以，兩人應該分的賭金比列為[3：1]，即甲可得
3192 金幣，乙可得144
4

× =
1192 金

幣。 

48
4

× =

 D：甲贏兩局，乙贏一局，在擲下一次骰子時，若甲贏了，他將得到全部 192 枚金幣；

若乙贏了，他們所贏局數比為 2：2，在這種情況之下分賭金，每人將拿回自己的 96 枚金幣。

綜上所述，若甲贏了將得 192 枚金幣，乙將獲得 0 金幣；若甲輸了則會拿到 96 枚金幣，乙

會拿到 96 金幣，因此，甲至少可拿到 96 枚金幣，乙至少可拿到 0 金幣。假如他們不繼續賭

下去的話，可將 96 枚金幣先給甲，至於剩餘的 96 枚金幣，可能甲得，可能乙得，機會是均

等的，所以，甲乙兩人均分剩下的 96 枚金幣，各得 48 枚，亦即：甲乙兩人所得金幣各為[144；
48]。 
 

甲 2
乙 2

甲 3
乙 1

 甲獲得 192 金幣

乙獲得  0 金幣 

甲 2
乙 1

 
 
 甲獲得 96 金幣

乙獲得 96 金幣 
 
 
 
若今甲贏兩局，乙贏零局，中途停賽而分配賭金，結果應如下： 
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)

 

甲 2
乙 1

甲 3
乙 0

甲獲得 192 金幣

乙獲得  0 金幣

 
 

甲 2
乙 0

 
 

甲獲得 144 金幣

乙獲得 48 金幣

 (由上述結果知) 
 
 
由上圖知，甲至少獲得 144 金幣，乙至少獲得 0 金幣，而剩下 48 金幣，可能甲得，可能乙

得，機會是均等的，因此，由兩人均分，於是，甲得 144＋24＝168 金幣，乙得 0＋24 金幣。 

六、實施情況分析 

    首先，筆者要求每位學生（在課餘時間）寫下他們自己覺得 A、B、C、D 四人的方法

可行性如何，再利用課堂時間引領學生討論，最後，揭開此四人的真正身分，希望藉以了解

此一工作單如何對機率觀念的導正、加強有所幫助。 
    針對 A、B、C、D 四人的解法，筆者設計問題如下： 

問題 1. 請問你認為 A 的分法可不可行？請說明（可舉例）。 
問題 2. 請問你認為 B 的分法可不可行？請說明（可舉例）。 
問題 3. 請問你認為 C 的分法可不可行？請說明（可舉例）。 
問題 4. 請問你認為 D 的分法可不可行？請說明（可舉例）。 
問題 5. 利用你所學過的機率，此賭金分配問題應如何解？為什麼？ 

實施對象有兩班，甲班有 42 人，問卷共回收 35 份；乙班有 43 人，問卷共回收 33 份。針對

此 68 份問卷，筆者整理結果如下： 
關於問題 1，學生認為不可行的有 68 份，達 100％，其理由分別有： 

   ‧應就獲勝機率來分才公平，不可直接比例分配。 
    ‧沒考慮到甲和乙勝局有哪些可能，以及往後甲勝或乙勝的可能和場數。有可能甲會在

第四場或第五場才勝，以只有在第五場才勝，之後的機率也要考慮進去。 
   ‧因為有一方先贏三場即停止，所以要分場次討論。 
    ‧若今比數 2：0，則甲得 192 金幣，乙得 0 金幣，不合，因不知最後獲勝是誰。 
   ‧應從接下來甲和乙個別贏得這場比賽的機率來分配。 

    ‧應考慮樹狀圖   ，所以甲應得

( )
(
( )

⎧
⎪⎪ ⎧⎨ ⎪

⎨⎪
⎪⎪ ⎩⎩

甲 1/2

甲 1/4
乙

乙 1/4

3 192 144
4
× = ，乙應得

1 192 48
4
× = 。  

    ‧從他們出資賭資開始，甲和乙勝負機率各半，不應以某時的比數來決定如何分配賭金，

故甲拿 96 金幣，乙拿 96 金幣。 
    由上述各答案可知，有些學生侷限於所學，依所學方法之答案去判別 A 的方法錯誤與

否（在此筆者並不認為此種說明不好）；有些學生認知到，A 的方法欠缺考慮到未來甲、乙

的可能性如何；有些學生找到以此種方法分配賭金的不公平之處（舉例如：某一方勝局場數

為 0 時。）。在此，可以看出雖然每位學生都認為 A（帕西歐里）的方法不可行，但理由卻
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各有所不同。值得高興的，在聽了幾位同學的理由後，大部分學生都能夠接受與認同，並有

一些原本只是以答案不合之理由回答的學生，最後也都了解：帕西歐里的方法除了與他們自

己所認知的答案不同外，其不周全的地方在哪裡。 
關於問題 2，學生認為可行的有 9 份，達 13.25％，其理由分別有： 

  ‧因為在接下來的全盤勝之機率目前甲＞乙。 
  ‧因為這乙分的錢會比本來的多。 

  ‧因為甲贏一場與乙贏二場的機率為
1 1:
2 4

，即為所需場數之反比
1 1:
1 2

，所以可行。 

有些學生認為可行卻沒寫下理由，在追蹤之下，他們覺得既然舉不出反例，因此認定此法可

行。另一方面，學生認為不可行的有 59 份，達 86.75％，其理由分別有： 
  ‧應從機率，而非場數。 
  ‧因為次法忽略了接下來勝負場次的各種可能情況。 
  ‧甲以贏兩場，若之後的情況為 

甲贏：
1 192
2
× ，   乙贏、甲贏：

1 1 192
2 2
× × ，  乙贏、乙贏：

1 1 0
2 2
× ×  

所以，甲應得
1 192
2
× ＋

1 1 192
2 2
× × ＋

1 1 0
2 2
× × ＝144。 

  ‧他沒考慮到每場得勝的機率的不同，將每場視為相同機率。 
  ‧因為在此用『反比』沒有任何邏輯，但比 A 進步，有考慮到後續。 
  ‧若由這種方法，則忽略了之前二人勝的場數，思慮不周，所以不行。 
  ‧因為在接下的第一場勝，和第一場敗而第二場勝的機率不均等，所以，不可以合在一起

算。 
  ‧因為勝有先後順序不同。 
  ‧為何用反比？沒有依據。 

  ‧今若先勝 10 局得金，甲勝：乙勝＝7：4，所以賭金分配甲得：乙得＝
1 1: 2 :
3 6

= 1 

甲勝機率比乙勝機率大的多，賭金卻拿到甲之一半。 
此外，有些學生觀察到，雖然 B (卡爾連奇) 已經考慮到未來甲乙兩人的比賽，但實際上後

來的比賽情形如何，B 並未討論，而且其中所用『反比』的方法，讓人覺得沒有依據，只是

為了規定而規定的，沒有說服性。筆者發現：少部分認為可行的學生，在機率方面學習成就

較低。 
 關於問題 3，學生認為可行的有 54 份，達 79.41％，其理由分別有： 
    ‧兼顧到所須場數和勝算的關係，不管是乙先贏一場甲再贏，或甲贏第三場的情形，都

考慮周到，對甲、乙都公平。 

    ‧乙勝機率：
1 1 1
2 2 4
× = ，所以甲勝機率：

1 31
4 4

− = 。 

    ‧可以，但應是置多需要 m＋n－1 場才能宣布贏家，而不是剛剛好 m＋n－1 場，原來

多的那一場只是可以較好算而已，而接下來的分配方法，因以把所有的結果列出來，

所以可以。 
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    ‧ ，正常甲贏三場就結束但若考慮所須場數而繼續，則期望值相同。(2,1)

⎧ ⎧
⎨⎪

⎪ ⎩
⎨

⎧⎪
⎨⎪ ⎩⎩

甲(4,1)
甲

乙(3,2)甲

乙 甲(3,2)
乙

乙(2,3)

1 11 2
2 4

× = × =
1
2

，所以依然為甲：乙＝3：1。 

    ‧我認為這也像是『紙上』比賽下去，這樣會使機率更接近，這樣分配應算是可行的。 
    ‧可算出答案，但並非正確解法，因不可能出現 aa 的情況 (甲到第三場就贏了，不須

再比第四場。 
‧雖然接下來的兩場中，甲贏一場便停止，沒有了 aa，ab 列出之必要，但如此卻的確

能在虛擬場數的狀態下舉出甲、乙二人較準確的獲勝機率，畢竟一場 ax 是可以抵掉

兩個第二輪比賽的機率的。 
學生認為不可行的有 14 份，達 20.59％，其理由分別有： 

   ‧aa，ab 中 a 以經贏了，比下一場毫無意義。 
    ‧因為每場單盤勝負機率不是甲贏，便是乙贏，單場勝負均等，必須看『總』結果是誰

方先贏三場，『至多』來算的話，有可能錯估高了甲或錯估高了乙。 
‧因為 ab 是不可能發生的。 
‧aa，ab 根本不須分開討論，只要先出現 a 就定勝負。可能結果應為：a，ba，bb，再

用機率來思考。 
    由問卷可知，許多學生檢驗其答案是正確的，所以，他們認為 C 之法是正確的，而部

分學生認為其答案正確，卻無法接受其方法，原因在於『虛擬』的場數，但多數學生卻認為

其『虛擬』之處，反而是絕妙之處。 
關於問題 4，學生認為不可行的有 43 份，達 63.24％，其理由分別有： 

    ‧這種方法有有將之前的結果和後續發展，兩人的機會相等等因素一起考量，所以可以

阿。 
   ‧他是依照兩人有可能贏的方法來漸漸推算，利用機率，公平。 
    ‧因為此比賽應是機會均等，而兩人共分賭金，但由於甲對乙以先有 2:1 的領先優勢，

縱使下一場的得勝機率均等，甲的得勝機率依然比乙高。但此法先將所有場錢數算

出，先相加再除機率均等的 2。 
   ‧和期望值相類似， 

1(3.1)
2

1(2,1) (3,2)
4(2,2)
1(2,3)
4

⎧
⎪
⎪
⎪ ⎧
⎨ ⎪⎪⎪ ⎨⎪ ⎪⎪ ⎪⎩⎩

機率

機率

機率

，其中
1192 96
2

× = ，就是甲先拿走的部分， 

而
1192 48
4

× = ，就是甲、乙兩人後來均分的錢。 

學生認為不可行的有 25 份，達 36.76％，其理由分別約有： 
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   ‧對乙不公平，在(2,2)的情況時，還可再比下去得 ， 

192
(3,2)

(2,3)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

甲得

乙得0   

甲得0   

乙得192

所以，不應該以這種方式來方配。 
   ‧D 只考慮到下一場，沒考慮到下二場。 
    ‧如果在甲：乙＝2:1 時，再比一場，結果乙贏了，此時獎金應平分，如果先將 96 分給

甲就不公平了，因為現在已經平手了，結果獎金卻不同。 
    ‧我覺得題目在分時，就只考慮了這一次之機率，而未將之前的實際情況也納入考量。 
    ‧那並沒有測出第五場的勝負，可能是甲或乙勝，若是乙勝，那甲「至少」得到的錢也

會是 0 元。 
   ‧此題所述皆屬片面、分段，沒有依『最後的可能結果』區分。 
   ‧若今比一百局，而勝局比數 1:0，不是要討論很久嗎? 

由問卷得知，約有三分之一的學生認為 D 之方法不可行，其原因有二種，一是沒看清

楚並了解 D 之方法，二是認為 D 只考慮了未來下一場的情況，而未考慮未來所有的情況。

經過課堂上再一次探討欣賞 D 之方法後，大部分的學生發現其實 D 已經考慮了未來所有的

情況，並且接受度大為提高。不過，洞悉到 D 之方法其實與他們所學數學期望值的概念類

似者，卻是少之又少。 

七、心得與建議 

    筆者使用本工作單的時機，是在學生學習過機率及數學期望值後，其目的在檢視學生的

對於相關觀念的理解。對於有心在一開始介紹機率時便引用此工作單的老師們，我們建議不

可直接引用，應稍加更改內容才好。  
    本工作單提供筆者一個省思，學生考試成績良好並非因為觀念正確。許多學生還未將觀

念澄清，就開始做一大推題目。誠然，由做題目中去學習觀念，也許是學習數學的方法之一，

但是，筆者卻總認為應該在更仔細推敲後，再以做題目的方式去練習運用觀念，這樣的學習

才會穩固。在從學生的回答中，我們可以發現，他們對於所學過的「數學期望值」題目，幾

乎都可以拿到滿分的評量，但是，為什麼可以這樣解題，能說得出其所以然之故的學生卻很

少。我想，除了學生的學習方式或者有誤外，教師的教法也是重要的一個因素。由最後的結

果得知，學生們並不認為筆者這份工作單的目的在於數學史，而是探討各種方式的可行性與

否，並且從探討的過程當中，了解到機率的計算在於討論未來可能的情況以及機會的均等與

否。這樣的結果，其實是筆者所希望成就的。 
經過本次實驗，筆者了解到一位優良教師在教完觀念後，還要懂得如何多方面檢視學生

的了解程度，幫助學生找到他們的認知盲點，才是最好的教學方法。筆者也將努力達此目標。  
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附錄：工作單 

若有兩人各出資賭金 96 金幣，規定必須要贏三場者才能贏得全部賭金 192 金幣，但比

賽中途因故終止，且此時勝局數(甲:乙)為（2:1），問此時應如何分配賭金？（甲乙兩人

實力相當） 
 
 

A認為，其賭金分配應就其勝局比數，即 2:1，依比例分配，因此甲應分得
2192 128
3

× = 金幣，

乙應分得
1192 64
3

× = 金幣。 

問題 1. 請問你認為A的分法可不可行？請說明 (可舉例)。 
 

B認為，其賭金分配應考慮若不終止比賽，兩人各須贏幾場，按其各須贏得場數反比分配；

即甲已贏 2 場，須再贏一場就可獲賭金，而乙已贏 1 場，須再贏二場就可獲賭金，因此甲所

需場數：乙所需場數＝1:2，故其反比為
1 1: 2 :
1 2

= 1，由此可知甲應分得
2192 128
3

× = 金幣，

乙應分得
1192 64
3

× = 金幣。 

問題 2. 請問你認為B的分法可不可行？請說明 (可舉例)。 
 
C認為，根據至多需要幾場比賽才能看出贏家，如果甲需要再比m場才贏；乙需要再比n

場才贏，則需再經過m＋n－1 場才能宣布贏家。以勝局比為（2:1）為例，接下來的二場比

賽可能結果列出如下： 
（a 代表甲勝，b 代表乙勝） 
           aa           ab           ba          bb 
         (甲勝)        (甲勝)       (甲勝)       (乙勝) 

所以，兩人應該分的賭金比列為[3：1]，即甲可得
3192 144
4

× = 金幣，乙可得
1192 48
4

× = 金

幣。 
問題 3. 請問你認為C的分法可不可行？請說明 (可舉例)。 

 
D認為，甲贏兩局，乙贏一局，在擲下一次骰子時，若甲贏了，他將得到全部 192 枚金

幣；若乙贏了，他們所贏局數比為 2：2，在這種情況之下分賭金，每人將拿回自己的 96 枚

金幣。縱上所述，若甲贏了將得 192 枚金幣，乙將獲得 0 金幣；若甲輸了則會拿到 96 枚金

幣，乙會拿到 96 金幣，因此甲至少可拿到 96 枚金幣，乙至少可拿到 0 金幣。假如他們不繼

續賭下去的話，可將 96 枚金幣先給甲，至於剩餘的 96 枚金幣，可能甲得，可能乙得，機會



HPM 通訊第六卷第八、九期合刊第一一版 

是均等的，所以甲乙兩人均分剩下的 96 枚金幣，各得 48 枚，因此甲乙兩人所得金幣各為

[144；48]。 
 

甲 2
乙 2

甲 3
乙 1

 甲獲得 192 金幣

乙獲得  0 金幣 

甲 2
乙 1

 
 
 甲獲得 96 金幣

乙獲得 96 金幣 
 
因此，若今甲贏兩局，乙贏零局，中途停賽而分配賭金： 
 

甲 2
乙 1

甲 3
乙 0

 甲獲得 192 金幣

乙獲得  0 金幣 

甲 2
乙 0

 
 
 甲獲得 144 金幣

乙獲得 48 金幣
(由上述結果知)  

 
由上圖知，甲至少獲得 144 金幣，乙至少獲得 0 金幣，而剩下 48 金幣，可能甲得，可能乙

得，機會是均等的，因此由兩人均分，所以甲得 144＋24＝168 金幣，乙得 0＋24 金幣。 
問題 4. 請問你認為D的分法可不可行？若不行，請說明 (可舉例)。 
問題 5. 利用你所學過的機率，此賭金分配問題應如何解？為什麼? 
 
 
 
 
 

1. 要訂閱請將您的大名，地址，e-mail至  suhui_yu@yahoo.com.tw 
2. 本通訊若需影印僅限教學用，若需轉載請洽原作者或本通訊發行人。 
3. 歡迎對數學教育、數學史、教育時事評論等主題有興趣的教師、家長及學

生踴躍投稿。投稿請e-mail至suhui_yu@yahoo.com.tw 
4. 本通訊內容可至網站下載。網址：http://math.ntnu.edu.tw/~horng 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

mailto:suhui_yu@yahoo.com.tw
mailto:��Z��e-mail��suhui_yu@yahoo.co
http://math.ntnu.edu.tw/~horng
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數學雜談--從數學歸納法談起 
 台師大數學系助教 謝佳叡 

前言 

雜談，說穿了就是想到什麼寫什麼，沒有固定的主題，任憑思緒天馬行空的走著。如今

回顧，彷彿這些看似毫不相關的主題中，也存在著一個承繫的脈絡。現在，將它呈現出來與

各位交換心得，也當成是個人的一個思維紀錄吧。 

▓一個遙遠的緣起--「駱駝背上的最後一根稻草」  
經常在書籍、報章雜誌或網路上中看到「壓垮駱駝的最後一根稻草（the straw that breaks 

the camel's back）」這樣的字句，這是來自西方的俗語。駱駝是很能負重的動物，而稻草卻的

是極輕之物，但如果不斷往駱駝背上加稻草，總會到達到牠所能承受的飽和點，這時那怕再

多加一根稻草，也會使牠承受不了而垮掉。現在，人們經常把它簡化為：「the last straw」，

指的是會讓一件事無法再忍而爆發的關鍵事物。 
每回看到這一句話，總讓我想起在高中時期，數學老師在教數學歸納法時「為了增加上

課趣味」所舉出的一個例子：「試證：人力無窮大。」 

▓人力無窮大？ 
證明方式是這樣的： 

假設人可以舉起 n 根頭髮， 
   （1）當 n＝1 時，成立。（人當然可以舉起一根頭髮） 
   （2）假設 n＝k 時成立，那麼再加一根頭髮當然也沒有問題，因此 n＝k+1 時也成立。 

根據數學歸納法，當 n 為任意自然數時都成立，n 可以到無限大，所以人力是無限

大！（證畢） 
這個證明當然是錯誤且可笑的，但是這樣的插曲在「煩躁」的數學課中倒也提供了一個

趣味，某種程度上也讓學生更加的體會數學歸納法的精神。 
這個證明錯在哪裡？答案就在那一根「最後的稻草」，只是這根稻草換成了更為輕巧的

頭髮，讓人在認知上更容易接受「再加一根」也可以，想要藉此「偷渡」到 n＝k+1 的情況。

然而，就算換成更輕的秋毫，甚至是原子、分子，這個「最後的稻草」仍會存在，否則豈不

是也成了另一個數學悖論。 
「數學歸納法」是數學證明的一個重要的方法，尤其在證明一個與自然數有關的命題。

這個方法最神奇的地方，就在它僅需有限的幾步，就可以把無窮多個狀況一個不剩的證明

了，這種「如何將無窮轉成有限」的情形倒與微積分中利用「ε、δ」來處理極限的作法，有

著異曲同工之妙。 

▓「數學歸納法」是歸納？還是演繹？  
歸 納 與 演 繹 是 邏 輯 推 論 的 兩 個 主 要 方 式 。 從 名 稱 來 看 ， 既 然 稱 為 數 學 歸 納 法

(mathematical induction) 理應屬於一種歸納方式的推論，然則細查其推論的方法與嚴謹度要

求，十足是一種演繹法。歸納的效度取決於機率的高低，數學歸納法卻是不容任何例外的。
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那為何還是稱為數學「歸納」法？個人以為大概取的是「由少（有限、特例）推到多（無限、

一般）」的意涵（歸納法實質上擴充了前提的內容），也由於數學歸納法要求百分之百的精確，

因此有些人成之為「完全歸納法」(complete induction)。 
華羅庚將數學歸納法概括為：「1 對；假設 n 對，那麼 n+1 也對」，並稱前者為歸納奠基，

後者為歸納遞推步驟 (夏國興，1999）。在實際解題與教學上，重點也都被放在證明「1 對」

和如何從「n 對推到 n+1 也對」。然而，如果僅將數學歸納法看成是這兩個步驟的結合，非

但沒有掌握到數學歸納法的精神，甚至在邏輯上是不完整的。 
為什麼說沒有掌握到數學歸納法的精神呢？雖然從「n 推到 n+1」這個步驟是證明的關

鍵，但它卻不是結論，真正的結論是「所有的自然數都成立」。所以，如果要將數學歸納法

做一概括，應寫為「如果『1 對；假設 n 對，那麼 n+1 也對』，那麼所有的自然數都對」，也

因為學生常將「n 推到 n+1」這個步驟當成是結論，忽略了這只是數學歸納法的一個前提，

因此經常造成學習認知上的一個混淆。 
數學歸納法在邏輯上是典型的利用兩個前提得到結論的推論方式： 

如果 ․n＝1 成立。 
且 ․如果 n＝k 成立，那麼 n＝k+1 也成立。 

那麼   n 為任意自然數時都成立 

當然了，這些表示條件的語詞是可以更換的，如：「若…則…；假設…那麼…；當…則…」。

順而在此稍稍提及，這種推論方式與三段論證、條件論證都有些許差別，不過不在此詳述（雖

是雜談，再詳述下去可收不了尾）。 
很明顯的可以看出，這個推論的第二個前提中，包含了另一個條件述句，這種條件中有

條件的推論形式在其他在地方並不多見，而且結論述句的語詞（term）與前提的語詞差異也

很大（這一點與三段論證、條件論證不同），加上學生將所有的焦點都放在導出「n＝k+1 成

立」上，因此，造成誤將前提當成結論的邏輯問題。 

▓「數學歸納法」的理論基礎  
數學歸納法的理論基礎是什麼？是根據哪一條公理推演出來的？大概不少人會認為這

類的問題很無聊，對就是對，還需要依據什麼公理!? 這樣的問題或許在 19 世紀以前確實不

被重視，但在十九、二十世紀的數學家開始重視數學基礎問題後，這類議題已不再是可以忽

視的問題，這不僅牽涉到數學的本質，也關係到演繹數學的有效性。 
數學界目前都同意將數學歸納法的理論基礎建立在皮亞諾（Peano, 1859~1932）於 1891

年所提出關於自然數性質的五個公理，後人稱之為「皮亞諾公理」，其內容如下： 
1. 1 是自然數。 
2. 每一個數都恰有一個後繼元素。 
3. 1 不是任何數的後繼元素。 
4. 不同的數，其後繼元素亦不相同。 
5. 若自然數的一個集合包含 1，且一旦包含某數，也包含其後繼元素，則此集合為所有

自然數所成的集合。 
其中的第 5 條又被稱為「數學歸納法原理」。個人認為，與其說數學歸納法原理提供了

數學歸納法的依據，倒不如說這個原理是為數學歸納法量身訂作的。無論如何，它都為數學
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歸納法的有效性，提供了一個理論基礎。 

▓誰先開始用數學歸納法？  
儘管數學歸納法的理論基礎在十九世紀末才建立起來，但這個名稱的出現與實際使用在

證明上的時間卻更早。 
最早出現「數學歸納法」一詞，是 De Morgan 在 1838 年為《小百科全書》（Penny 

Cyclopedia）寫 “Induction (Mathematics” 這一條目時所使用的。在這一條目中，他建議使用

「逐次歸納法」(successive induction) 這個名稱，並偶然的提到了「數學歸納法」(mathematical 
induction)，想不到最後這個「偶然」卻取代了原想要用的。而「完全歸納法」(complete induction) 
一詞，是 Dedekind 在 1887 年發表的文章後才在德國流行起來 (Miller，2001)。 

但是，名稱的出現是一回事，真正開始使用數學歸納法這個方法的卻又早得多，不過，

史料上卻十分分歧。許多網路上的資訊，將數學歸納法的第一次使用歸於巴斯卡 (B. Pascal, 

1623-1662)，指出他利用數學歸納法證明了
r

rnnnnC r
n ⋅⋅⋅⋅⋅

+−−−
=

321
)1)...(2)(1(

。但一般數學史家

認為最先「明確」使用數學歸納法的人，應前推到義大利數學家 F. Maurolico (1494-1575)（梁

宗巨，1989、Hellemans and Bunch, 1991），他在《算術》(Ari Libri Duo) 一書中，利用數學

歸納法證明前 個奇整數的和是 。然而，鄧宗琦 (1990) 主編的《數學家辭典》卻有不同

的看法，他認為更早的法國學者 Levi ben Gerson (1288-1344) 在 1321 年所著的《計算者的

工作》一書，已經首次給了數學歸納法的明確形式，這樣的說法也出現在梁宗巨主編的《數

學家傳略辭典》。 

n 2n

更而甚者，在《數學家辭典》一書中提到 Gersonid (1288-1344) 於 1321 年在《計算者

的書》一書中，發表了古希臘人早已實際運用了數學歸納法，這一下似乎又將數學歸納法的

使用，往前提了一千多年。 

▓希臘人已經在用數學歸納法？  
再怎麼說，這些記載都屬二手文獻，個人當然無緣也無能力閱讀一手資料，因此，對於

希臘人否已經運用數學歸納法一說，只能抱著「姑且一聽」的態度。一日，心血來潮地隨意

翻閱手邊所有關於古希臘數學的書籍，想不到眼前就有一個大家都熟悉的例子，如將之還原

到古希臘人的寫法，其意涵根本就是數學歸納法的實際運用。 
此等運氣，奇妙莫名！ 

▓證明：「質數有無窮多個」 
這是高中課本的一個基本證明題，證明的方式是利用間接證法，先假設質數有有限多

個，最後導出矛盾。 
這個命題是出現在歐幾里得《幾何原本》中的第Ⅸ卷命題 20。然而，它在《幾何原本》

中的敘述卻是這樣的： 

任意給定幾個質數，則有比它們更多的質數。(Prime numbers are more than any assigned 
multitude of prime numbers.)（Ⅸ. 20） 

這是一個很重要的命題，現在的教科書中都直接改寫為「質數有無限多個」，但在當時，
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由於數學家對於「無限」這個想法還無法駕馭，因此，必須轉成其他有「無窮」意涵卻無「無

窮」字眼的敘述方式。《幾何原本》Ⅸ.命題 20 的證明策略如下： 
（1） 先給定幾個質數。（注意：並非假設質數為有限多的）。 
（2） 將這幾個質數相乘，再加 1，得一新數。 
（3） 若這個新數是質數，那麼本身就是多得到的一個質數。 
（4） 若這個新數不是質數，那麼它一定有一個質因數，而且這個質因數不同於之前給定

的質數，如此還是可以獲得一個新的質數。 

我們省略掉中間技術性的證明細節，從第（1）項來看，就是假定存在有 k 個質數（「n
＝k 成立」），而（3）、（4）項就是證明如此必存在有 k+1 個質數（「n＝k+1」也成立）。我必

須承認這種看法有「牽強附會」之嫌，但如此顯然的證明策略下，實在很難去忽視這個證明

本身所展現出來數學歸納法的精神。 
你可能會問：「n＝1 的部分在哪？」這一點只要存在一個質數即可，而質數當然存在，

根本無須多言。你可能會再問：「這個證明有推廣到所有的自然數嗎？」我們再想一想，如

果它沒這個意思，我們怎麼會把這個命題和「質數無窮多個」視為同一個！ 

▓另一個無心插柳 
不談數學歸納法，我們深入地看看Ⅸ. 20 這個命題。這個命題帶出了解題上另一個重要

意義，就是問題敘述的本身提供了一種解題策略，這跟在題目中限定解題方法意義不同。從

「質數有無窮多」這樣的敘述中，一般初學者是很難掌握證明的方向，但轉換成像命題Ⅸ. 20
這樣「你給我多少個，我都有辦法多找一個」的想法，證明的方向就十分的明確了。不但如

此，它也將無限變成可操作的想法，這跟微積分中，將無窮小的想法轉成「你要多小，就有

多小」，再到「ε-δ」那種你給我一個數，我就有辦法比它小，都有相類似的思維。 
另外，在命題Ⅸ. 20 的證明中，引用了另一個命題（Ⅶ. 31），以及很巧妙地運用了一個

反證法的技巧。命題Ⅶ. 31 的內容是「任一個合數都可被某個質數整除（量盡）」；而反證法

的使用是搭配了整除性（即 c|a, c|b，則 c|a-b），假設所產生的質數是之前給定的其中一個，

根據整除性，也必須整除 1，導致矛盾。 
這種技巧與現今教科書利用反證法正「質數無窮多」的技巧是不同的。現今反證法用是

假設質數為有限多個（設為 a,b,c,…,k），取 p＝abc…k+1，由於 p 不能被 a,b,c,…,k 整除，因

此得到 p 為新的質數，導出矛盾。這其中用到一個技巧是，若一個數無法被比它小的所有質

數整除，這個數就是質數。 
之所以會如此囉唆的描述這兩個證明的細節，或許各位已經領會到了，無論是古希臘的

證明，或是現今的證明，都必須建立在一個設定上，一旦沒有這個設定，這些證明都將崩解。 

▓如果 1 是質數！ 
1 是不是質數？這是一個老調陳談。國中教師手冊第一冊（86 年版）明白的指出：為了

描述定理和公式的方便，我們不把 1 當成質數，舉例來說，想要維持算術基本定理的唯一性，

1 就不能是質數。而《幾何原本》裡說的可就更嚴謹了，1 是一個單元（unit），多個單元合

起來的才成為數，因此 1 連「數」都不是，更別說是質數了。 
如果先別管描述定理的方不方便，將 1 也定為質數，那麼上述的兩個證明就無效了，而

其他受影響定理更難以數計（可以想像，會有多少定理受影響）！當然了，這並不表示這些
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定理都會變成錯的，而是如果 1 是質數，則這些定理的證明必須重新改寫。或許從這兩個例

子能更進一步的體認到，1 要被列入質數的大門，大概是指日無望了！ 
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訪日雜記 
           中國西安西北大學數學系 曲安京教授 

應東京理科大學理學部數學科小松彥三郎教授的邀請，本人於 2003 年 8 月 20 至 30 日

訪問東京理科大學，並連續第三次參加了每年一度在京都大學數理解析研究所（RIMS）舉

辦的“數學史研討會＂。 

屈指算來，這是我第 9 次進出日本，按理說對東京與京都已沒有太多的新鮮感了，以前

也從未寫過什麼“見聞＂之類的東西，如果不是紀志剛教授的相約，我也是懶得動筆的。好

在這次日本之行，確有一些有趣的事情值得彙報，我就權且以日記的形式，大致記錄下此次

行程的見聞。 

8 月 20 日下午 3 點半，從上海出發的航班準時飛抵東京的成天機場。一出海關，便看到

了小松先生的學生若林和明與尾崎文秋舉牌迎候。從機場出來，轉乘火車與地鐵，大約 1 個

小時的光景，達到飯田橋站，東京理科大學的主校區就在附近。在地鐵站旁邊的一幢 20 層

高的住宅樓裏，有一套 3 室 1 廳的套房，是東京理科大學的“客座教授公寓＂。在我們進入

電梯之後，若林和明用手機通知了小松先生。當電梯在 11 層停下來的時候，我就看到了等

候在那裏的小松彥三郎教授。 

8 月 21 日，前橋工科大學的小林龍彥教授、東京學藝大學的渡邊純成教授在小松先生
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的安排下，與我一同訪問了東京理科大學的“近代科學資料館＂。東京理科大學的前身，是

東京物理學校，著名數學史家三上義夫曾在這裏任教，另一位著名的數學史家小倉金之助是

東京理科大學的首任校長。在他們的影響下，這所大學一直保持著悠久的數學史的研究傳

統，其“近代科學資料館＂收藏了非常豐富的中國傳統數學與和算的資料。 

小松彥三郎教授自幾年前從東京大學數學系退休，轉任這所學校的教授，便開始招收數

學史的研究生，迄今畢業與在讀的學生已達 9 人，在日本已經算是很高的數字了，這些學生

畢業後基本上都選擇到中學任教。 

8 月 22 日，在大橋由紀夫先生的安排下，與正在東京大學訪問的徐澤林教授一同參觀

日本數學史學會暨和算研究所，並會見了日本數學史學會會長佐藤健一先生。和算研究所是

幾年前成立的一個無帶薪職員的機構，借宿于東京書籍（出版社），佐藤健一任理事長，竹

之內修任副理事長。自 1998 年起，出版學術年刊《和算研究所紀要》。日本數學史學會前任

會長下平和夫先生逝世後，將其所有藏書捐贈和算研究所，不過，這些書籍堆放在一間庫房

內，尚未進行很好的整理。 

日本數學史學會的前身，是日本和算研究會，1960 年代改稱日本數學史學會，並出版《數

學史研究》季刊，主要成員基本上都是研究和算史的。在平山諦、下平和夫的時代，這個學

會還是比較興旺的，大約有 200 名會員，其中不少成員是日本大學的教授。但是，目前這個

學會的大部分成員都是日本高校（相當於中國的中學）的教師，會員數大約 100 人。在十分

講究等級的日本學界，日本數學史學會的地位似乎較低，許多在大學任職的科學史家好像都

刻意與之保持距離，很少有大學的圖書館訂購《數學史研究》。 

8 月 23 日，小松先生邀請我與東京大學教授川原秀成與國際基督教大學教授森本光生

在他的家中共進晚餐。川原教授在 1980 年代初曾在杜石然先生的指導下學習中國數學史，

現任東京大學中國思想史研究室主任，並擔任韓國思想史教授，曾經將《九章算術》與錢寶

琮的《中國數學史》翻譯成日文。森本教授是一位元有名的函數論專家，30 歲左右時從京

都大學的教授位置上退休轉任一所私立大學教授，大約 10 年前開始自學中文，並對數學史

產生興趣。 

席間，小松先生透露，目前的日本數學史界，正在進行兩個比較大的計畫，其一，是日

本數學史學會組織的 “建部賢弘（1664~1739）與建部賢明（1661~1716）全集＂ 的編輯，

建部兄弟是和算之聖關孝和（1642~1708）的學生，主要著作是《大成算經》（20 卷），近年

來的研究表明，這兄弟倆，特別是建部賢弘，可能是和算史上最偉大的數學家；其二，由東

京大學的佐佐木力教授牽頭的“江戶時期科學與日本近代科學的起源＂，專案的總經費大約

4 億日元，其中的主要部分，為當時的和算史研究。這兩個專案，前者是民間的，注重對史

料的搜集與編輯；後者是政府立項的科研專案，注重對江戶時期科學史的綜合研究。兩者的

研究人員也多不相重合。 

小松先生重點談到了他的計畫，試圖聯合中日韓的數學史家，共同研究宋元數學及其對

日本江戶時期和算起源的影響，他大約是想撐起第三支大旗。 

8 月 24 日，大橋先生與中國天算史學者橫塚啟之來訪。橫塚先生曾經研究過《授時曆》

中的內插法，多年前在中山茂先生的介紹下有過通信交流，這次會面，相談甚歡，並有“天

理圖書館＂所藏的《宣明曆》刻本的複印件見贈。 

原本打算約請在東京的徐澤林、烏雲其其格等中國和臺灣的訪問學者學生聚會一次，但

為了準備次日的報告只得作罷了。 



HPM 通訊第六卷第八、九期合刊第一八版 

8 月 25 日，中午 12 點，與小松先生乘新幹線到達京都，“數學史研討會＂於當日下午

1 點 15 分在京都大學的數理解析研究所準時召開。下午共有三場 1 小時報告，我的報告被安

排在第二個。 

首先演講的是著名數學家竹之內修教授，他是京都大學每年一度的“數學史研討會＂的

發起人，去年曾到西安參加“數學史國際會議＂，在報告之前，他主動走到我的座位前，祝

賀去年會議的成功。竹之內教授的報告題目是“關孝和的《研幾演算法》＂，他一開始就說，

“為了配合曲安京先生，小松教授要求他用英語演講。＂這使我感到很驚異，因為當天的會

議只有我一個外國人，在我之後的森本光生先生也是用英語做的報告。 

京都產業大學的矢野道雄教授專門來參加了我的報告，在當天會議結束後，開車送我至

旅館，然後到一家我們多次去過的中餐館共進晚餐。 

8 月 26 日，上午重訪京都產業大學。這兩天的會議都是用日文，我基本上聽不懂，也

就很少參加，有時去會會京都的老朋友，更多的時間是到京大的圖書館看書，只是在上午會

議結束時，和與會者共進午餐。我的出國訪問的一個經驗，就是儘量不要放棄與同行一起進

餐的機會，吃飯的時間是最好的交流時間，無論是語言上的，學術上的，還是人際關係上的。 

晚上，在一家日本餐館舉辦“懇親會＂，體驗京都風格的美食，自願參加，每人 7000

元。 

8 月 27 日，幾天來，“數學史研討會＂的聽眾基本上穩定在 25~35 人之間，可是當中午

才從東京趕來的佐佐木力先生的報告剛一結束，會場一下子就湧進來了許多人，我粗略地估

算了一下，人數已接近 60。 

接下來的演講者是小松彥三郎教授，據小松說，數理解析研究所同時還在舉辦另一個數

學方面的會議，是由他的學生主持的，參加會議的許多人也都是他的學生。這些後來的聽眾

雖然是沖著小松先生來的，但顯然並不完全是為了聽他的數學史報告。實際上，大多數的聽

眾，都期待著觀看一場“數學家與數學史家的論戰＂，因為，下午會議的中心議題，是討論

“什麼是數學史的原創性研究＂？事情原委是這樣的： 

小松先生的第一位數學史方向的博士研究生後藤武史今年初畢業，按照日本大學的要

求，需要在有評審制度的專業學術刊物上發表一篇文章才能通過答辯。於是，後藤與小松將

博士論文中的主要部分送交日本科學史學會主辦的《科學史研究》，但是，出乎他們的意料，

這篇文章遭到了該雜誌負責數學史論文審核的編委佐藤賢一的否定，其理由大體說來，就是

認定這篇文章不符合“數學史研究＂的規範，可以看作是數學論文（基本上是數學家的猜

想），但是不能算是數學史論文（缺乏歷史學的嚴謹，例如對史料的考證等）。 

由於《科學史研究》採用編委負責制，佐藤賢一先生的意見即為終審判決，因此，退稿

不可避免。而引起小松不滿的原因，除了這個審稿制度的不合理之外，佐藤給出的退稿理由

之一，竟然是小松的文章沒有引用佐藤博士論文的相關內容。小松對《科學史研究》的做法

大為不滿，遂向日本科學史學會申訴，在多次的通訊交涉後，要求伊東俊太郎會長給出官方

的、正式的公開答復。 

由於小松彥三郎曾任日本數學會會長，並且是 90 年東京國際數學家大會的主席，在日

本學界地位頗高，因此，日本科學史學會認為此事十分棘手。但是，在經過了內部的多次磋

商之後，除了承認《科學史研究》的審稿程式需要改進之外，並不願意做更多地檢討。 

於是，小松先生特意邀請佐佐木力（佐藤賢一的博士導師）、佐藤賢一、日本科學史學

會負責人等到京都開會，就“什麼是數學史的原創性研究＂展開辯論，但是，除了佐佐木力
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之外，其他受邀請者均拒絕出席。儘管如此，辯論照常進行，表面上看，彼此都彬彬有禮，

但是，交鋒仍然尖銳。說來話長，希望有時間專門寫一篇文章，暫且就此打住吧。 

8 月 28 日，下午 4 點，會議結束。京都之行，又見到了老朋友小川束、城地茂，也見到

了去年來參加西安會議的公田藏、小林龍彥等。 

8 月 30 日，上午 10 點，電話與矢野道雄先生告別。前往名古屋機場，踏上歸程。 

京都大學的“數學史研討會＂，是數理解析研究所每年召開的約 50 個會議中的一個，

這是一些退休的數學家召集的數學史會議。有更多的數學家在上了年紀之後轉而從事數學史

的研究，在我看來，這本是一件好事，因為，一方面，這些有成就的數學家可以利用他們的

影響，為數學史研究帶來更多的物質資源，從而擴大數學史研究的活動空間；另一方面，數

學家的參與，在保持數學史的內史研究傳統方面無疑會起到積極的作用，這對於科學史研究

越來越“文科化＂的傾向無疑是一種平衡。 

在飛往西安的航班上，看著美麗和藹的空姐，回顧 10 天來與溫文爾雅的小松彥三郎教

授的相處，忽然就想起了幾年前發生在美國的科學家與科學史家之間的那場“科學戰爭＂

（science war）。這一次是數學家與數學史家之間的衝突。 

這是一場無法避免的戰爭嗎？ 

 

 

 
 
 
 
 

 
 

一段令人驚豔的邂逅 《鸚鵡定理》讀後感 
北市中山女高 蘇俊鴻老師 

以文學的各種體例來說，「小說」應是最平易近人的一種文體。在一個故事的架構下，

省卻對理論的「硬性說教」心理負擔，是它成為一種適合呈現某種特定「目的」的平台。然

而，它也有著一定程度的困難性：想營造出引人入勝的故事是一難；想把自已所要討論的內

容巧妙地融入其中又是一難。更遑論是處理像數學史這樣讓人覺得有「厚度」的學科知識，

除了要有極佳「說故事」的能力外，更要有深厚的學科素養的硬底子功夫。如今這一切的困

難，因為《鸚鵡定理》一書的問世而打破，也開啟我們對數學史欣賞的另一扇窗。 
試想一本想要介紹從古希臘開始至現代，横跨二千五百年的數學知識發展的相關史

料，會是一部怎樣的書？很多人眼前浮現的，恐怕是一本大部頭的專書不可。可是丹尼斯．

居耶德 (Denis Guedj) 卻能將這些內容鑲嵌於一個生動的故事之中。故事場景由耳聾的十二

歲男孩麥克斯．里亞德在街頭營救一隻鸚鵡開始，迅速轉換到一位不良於行的法國老書商，

巴黎 1001 頁書店主人皮耶．魯西先生接到他五十年不曾連絡的老友艾勒加的來信，提及他

多年苦心收藏，價值不菲、數量豐富的數學私人藏書，將由巴西瑪瑙斯寄送給魯西，希望魯

西先生能珍藏照顧。魯西果然如艾勒加所言，不僅為這批書成立「雨林圖書館」，也與身旁



HPM 通訊第六卷第八、九期合刊第二○版 

的友人組織起討論會，共同研討這些書的內容與相關的知識。 
接著魯西又收到瑪瑙斯警察局長的來信，說明艾勒加已經在巴西雨林中被燒死，並轉

交艾勒加註明給皮耶的一封信(該說是遺書才是！)，全書的緊張氛圍達到高潮。這封信是艾

勒加在生前最後的幾個小時中完成的，艾勒加在信中宣稱他已經証明出「費馬最後定理」與

「哥德巴赫猜想」，卻由於個人因素的考量(與他是畢氏學派的信徒有關)，他決定不將這些

証明公諸於世。然而他的成果已被一群「和平主義者」（多麼反諷！）獲悉，準備付錢買下

他的數學証明，他並不願意將這些結果交給這些人，決定銷毀這些証明。但他又不希望讓它

們永遠消失，因此決定將它們交給魯西先生，秘密的線索就藏在信中的字裏行間，他期許魯

西先生能找到它們。這個有關「費馬最後定理」與「哥德巴赫猜想」的數學証明線索的搜尋，

所成了全書中章節安排的骨幹。 
作者藉著這樣的故事發展，穿插出相關的數學史內容，例如討論這批數學書的分類系

統，便將幾何、數論、代數及三角學等等的數學分支各自的意義介紹出來；也藉著年份的建

立，將數學發展分成三個階段，並隨著情節的鋪陳，讓各階段最重要的數學家逐一上台演出。 
第一階段：古希臘數學（大約西元前 700 年至西元後 700 年），在這個階段 

中，作者認為重要的人物有：泰利斯、畢達哥拉斯及其追隨者、歐幾里德、阿基米得、阿波

羅尼斯、埃拉托塞尼斯、希巴克斯、托勒密、海芭蒂亞等等，1共二十位。 
第二階段。阿拉伯數學（西元 800 年至 1400 年），在這個階段中，被提及 

的有阿爾花拉子密、阿布．哈密爾、阿爾法瑞西、阿布．瓦發、卡拉吉、奧瑪珈音、納西爾．

阿爾圖西及阿爾卡西等等，共十九位。 
第三階段。西方文明數學（西元 1400 年迄今），這個階段中，數學知識的 

發展蓬勃，加上各種新學門的誕生，如非歐幾何、矩陣、組合論等。不少的數學家投身其中，

如塔爾塔列亞、卡丹諾、邦貝利、維塔、納皮爾、費瑪、笛卡兒、牛頓、萊布尼茲、巴斯卡、

尤拉、拉普拉斯、勒讓德、柯西、黎曼、阿貝爾、高斯、阿貝爾、加羅瓦、布爾、康托爾……

等等，約五十位左右。 
仔細描述全書大網內容，無非是想要指出：這是一本用小說形式包裝起來的數學史書

籍！作者的寫作重心，並非是故事本身，劇情的發展，是為了數學史發展的介紹。在全書二

十六章中，第五章到第十一章及第二十四章，是有關古希臘數學的討論；第十二章到第十四

章，則是阿拉伯數學的介紹；第十五章到第二十二章，說明了西方文明數學的發展。 
在書中，我們看到作者厚實的學科素養及寫作上巧妙的安排。介紹古希臘數學時，當

然重心仍擺在那些重要的數學家（如畢達哥拉斯、歐幾里得與阿基米德）及三大問題（『化

圓為方』、『倍立方』及『角三等分』）上，但作者也花了相當工夫提到希臘的第一位哲學家

泰利斯的成就；也提到畢氏學派的規訓及傳統。在有關歐幾里德《幾何原本》的介紹中，作

者細心地比較「公理」與「設準」的差異。也透過強納森與麗亞這對雙胞胎兄妹的一唱一和，

為我們解說 2為無理數的証明。比起現代數學課本中那個生硬的幾行証明，讓人印象深刻。 
描寫阿拉伯人的數學成就上，主要集中在奧瑪珈音、阿爾花拉子密及納西爾．阿爾圖

西等三人。章節份量雖說所佔全書篇幅不多，但作者花了許多工夫在描寫這些阿拉伯數學家

的生平、所身處的社會環境及宗教傳統，讓我們對阿拉伯數學史多一份認識。 
至於西方文明數學的導覽上，雖然作者一開頭提了不少的數學家及新的學門，但整個

說明重心則是擺在數論及方程論上的發展及「費馬最後定理」與「哥德巴赫猜想」的歷史發

展脈絡上。除了因為可供書寫的題材過多，必需適度的剪裁外，作者這樣的安排也有其考量：
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談方程式論的目的，是為了呼應三大問題的解決；談「費馬最後定理」與「哥德巴赫猜想」

的發展與相關的數學家，是故事安排上的必要。事實上，這些題材的理解，讀者所需的數學

能力也不至於過於高深，加上作者故意透過對答討論的形式來呈現，閱讀的樂趣不會因而受

阻。 
整個來說，作者利用小說的形式來呈現數學史的嘗試是成功的。無論是故事開始的營

造，尤其獲知艾勒宣稱掌握「費馬最後定理」與「哥德巴赫猜想」的証明，卻又葬身火場，

那股謀殺的氣習，不禁讓人好奇心油然而生。作者便引領讀者的好奇心，展開數學史的旅程。

一路上，卻也不忘平衡數學史的「厚重」，適時讓故事的發展進行下去，不至於令人感覺過

多的負擔。當然，在中文版上也有些錯誤需要留意，除了一些譯名的前後不一致，像書頁封

底內頁有關「友善數」的說明：「若有兩個數，其中一數是另一數要素的總和，則此兩數為

「友善數」。」「要素」應改成「因數」為宜；例子也誤植，應是 220 與 284。2

最後，也請別忘記那隻一開場就出現的鸚鵡，它可是作者苦心安排的重要角色。不然

怎會在書中被歹徒一路追查，索性連書名也取為《鸚鵡定理》。至於它為何重要？謎底就留

給讀者自行發掘，全部說清楚講明白，不就失去一窺究竟的樂趣，不是嗎？ 

註解： 

1. 此處數學家的譯名，均依《鸚鵡定理》中文版，台北：究竟出版社，2003 年。 
2. 另一處在第 96 頁。關於「友善數」的定義再補充一下，此處「因數的總和」是不包括該

數本身，例如 ，所以不含 220 的（正）因數為 1，2，4，5，11，10，22，

44，55 與 110，總和為 284。至於 284 的部份，讀者動手試試看！ 

2220 2 5 11= × ×

 
 
 
 
 
        

香港經驗：數有心得 

       台師大數學系 洪萬生教授 
鄭振初編，《小學數學教學交流集『數有心得』》 
九龍：香港教育專業人員協會，2002 年 12 月 
國際書號：962-7598-03-8 
定價：港幣 50 元 

 
 本書共收錄了十二篇文章，由這十二位小學教師『寫下他們的數學教學心得，讓其他讀者分享

數學教學的樂趣，藉此能對小學數學教學有所幫助。』這十二篇文章依序如下：〈教數要成功，情理

要兼容〉、〈從學習動機到數學解難〉、〈教師也『建構』〉、〈正方體、六聯方型與空間探究〉、〈不單是

計數〉、〈代數學習〉、〈讓人人掌握數學－數學後進生問題〉、〈知識與教學〉、〈心算與速算〉、〈開放
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題的設計原則與教學例談〉、〈淺談低年級數學課中的動手操作〉，以及〈轉化、求比解題〉。其中參

考文獻遍及港、台、中，可以看出香港小學數學教師社群，已經建立寬闊的國際視野了。 

  
 

             推薦北市興雅國中的數學步道 

 
林壽福、鄭勝鴻主編，《興雅國中數學步道》 
台北市：興雅國中 
2003 年 6 月出版 

 
 台北市興雅國中林壽福、鄭勝鴻兩位老師送給我一本《胚騰 (Pattern) 就在您身邊－不一樣的數

學步道》，介紹該校的數學步道，內容相當可觀，很值得我們推薦。 
 這個步道總共有十站，依序是校門口、川堂、合作社、活動中心、操場、游泳池、半圓形台階、

走廊、空中花園，以及圓柱、對稱。至於設計的理念，無非利用這些情境引導學生，以發現在校園

中無所不在的『胚騰』。 
 根據林壽福的說明，「一般步道中常見的估測長度、高度、面積、體積、和計數幾何圖形個數的

問題，或者對稱、相似、等差、等比的題材，興雅步道都有。」此外，興雅步道還具有如下特色：

1.胚騰與規律的題材相當豐富；2.內容涵蓋國中絕大部分的單元題材，並且進一步加深、加廣、大小

題目多達 270 題以上，相當多元與多變；3.融入數學史中數學家發現真理的故事；4.結合戶外活動、

藝能科目，並以遊戲方式呈現；5.利用課程中較少觸及的『磚瓦鑲嵌』問題，以培養學生分析、歸納，

和推理的能力；6.圖形變換與複印在生活中的應用。 
 這麼多的工作，當然不可能只靠林壽福、鄭勝鴻兩人完成。事實上，這是興雅國中數學科研究

會的集體貢獻，根據該校校長陳美枝的觀察，「他們分工很細：有的設計圖案、題目；有的設計文字

編輯、插圖與網頁製作；有的擔任攝影、拍照和網頁支援；有的負責學習單設計，充分發揮團隊精

神。」如此看來，他們設計這個步道，並編寫這一本親切娛人的說明書，可以說是為了本土的教師

專業發展，樹立了一個典範。 
讓我們向陳美枝校長、王祖青、謝永振主任，以及林壽福、鄭勝鴻、劉亦漢、林俊傑、潘裕仁、

張雨子、董增萊、林逸哲、莊愷琪、張素惠、周梅芳以及李鈺祺等老師致敬。無論數學教改的是非

如何錯亂，『興雅團隊』的努力至少可以啟發我們：想要灌溉數學教育園地，比起口水，汗水誠然實

在多了！ 
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《朝鮮算學家學習中國古代數學文本的轉化：以南秉哲 (1817-1863) 《海鏡

細草解》為例》摘要 

北市中崙高中 蕭文俊老師 

論及中朝兩國的數學交流，由於在歷史上很長一段時間，韓國都視中國為宗主國，因此

朝鮮對中國當然都是輸入遠大於輸出，儘管如此，朝鮮算學家並非只是被動的吸收。但在中

國與近鄰國家的文化交流研究中，優先權的論述結構卻往往輕易地抹煞了文化入超國的自主

發展。而且，不了解同處於漢文化圈的東亞其他各國的歷史和文化，我們就不能真正了解中

國文化本身。綜合以上三點，乃引發筆者希望透過南秉哲（1817~1863）《海鏡細艸解》一書

的研究，佐證『朝鮮算學家學習中國古代數學文本的轉化』。 
本研究的主體是《測圓海鏡》與《海鏡細艸解》這兩本書，所採用的策略是將這兩本書

做全面性的比對研究，進而歸納出本研究之結論，共有以下三點： 
首先，在轉化方面，南秉哲先生在態度上是本著自主的立場來學習《測圓海鏡》這本書， 

而且在學習的過程中，他並非僅是被動的吸收而是主動的理解。以南秉哲（1817~1863）《海

鏡細艸解》為例，確實見證了「朝鮮算學家學習中國古代數學文本的轉化」。 
其次，在算學觀方面，十九世紀朝鮮算學家社群對於算學的看法令人驚羨，當代算學家

竟能在算學研究之餘，確認算學研究的『正當性』，從而，算學在儒家心性論中的知識位階，

也獲得了最大幅度的提昇。尤其難能珍貴的是：他們的理想性竟能結合具體的實踐性作為，

以一種簡明易懂的方式，來達到流傳散佈數學的效果。 
    這絕非朝鮮數學史的個案，例如：十八世紀儒家明算者趙泰耇（1660~1723）認為：算

學擁有訓練心智與道德實踐的功能。兩相結合之下，隱約可以感受出朝鮮半島自十七世紀末

至十九世紀其間，朝鮮算學觀的演化，而十九世紀朝鮮算學家社群是以一種更為圓熟的態度

面對算學，以南秉哲（1817~1863）《海鏡細艸解》為例，確實見證了這個事實。 
至於 HPM 的反思，則在研讀數學文本《海鏡細艸解》的過程之中，筆者見證了：想在 

數學課堂上適當的運用 HPM，必須要有紮實的數學教育的訓練，更需透過廣泛閱讀好書培

養必要的數學史功夫，還要隨時貼近文本並保持敏銳的問題意識，如此或有可能逐漸體會：

數學是某脈絡中的一種知識活動 (mathematics in context)，亦即它也擁有豐富的歷史文化向

度（或維度 dimension），進而在教學設計中，分享二十一世紀最令人矚目的『多元文化關

懷』。 
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畢業感言 

中崙高中 蕭文俊老師 

身為教育工作上第一線的我，已在中學任教近十六年的年頭，近年來卻屢屢為與學生之

間的教學互動所苦，在教材日益精熟之際，卻也不免流於陳年老套的惡性循環之中，正所謂

老狗變不出新把戲，對於自許為專業教師，實為一大羞恥。 
何其有幸，89 年我考上了台北師大數學系的暑期教學碩士班，師大數學系的師資陣容

堅強，提供的訓練課程不僅嚴謹紮實，而且強調實務與應用，每年暑假 9 學分的課程中，包

含 3 學分的數學專業課程與 6 學分的數學教育理論課程。 
尤其是在二年級時，接觸到洪萬生老師的數學史課程，為我的教學又開啟了另一扇大

門—－『HPM』。清晰的記得，洪萬生老師介紹給我們第一篇他所寫的 HPM 文章－－〈如

何在課堂上使用數學史？〉，裡面寫到： 
試想數學一旦被認為除了可以而且必須『做』（或學著『做』）之外，原來也可以『欣賞』。 
如此一來，教師與學生或有可能逐漸體會數學是某脈絡中一種知識活動（mathematics in 
context），它也擁有豐富的歷史文化向度（或維度，dimension）。因此，學會了它，不

僅我們的生活經驗得以強化，同時，我們的文明品味也得以提升 -- 尤其，我們也可以

在這樣的教學設計中，分享世紀末最令人矚目的『多元文化關懷』。  
這些文字初入眼簾，在我的內心造成了極大的衝擊，因為我若有所感，似乎在教學的天地裏

還潛藏著無限的可能。 
事實上，在論文寫作的過程之中，筆者就愉悅地享受了一趟「HPM 之旅」，也就是說在

研讀數學文本《海鏡細艸解》的過程之中，筆者見證了：想在數學課堂上適當的運用 HPM，

必須要有紮實的數學教育的訓練，更需透過廣泛閱讀好書培養必要的數學史功夫，還要隨時

貼近文本並保持敏銳的問題意識，如此或有可能逐漸體會：數學是某脈絡中的一種知識活動

（mathematics in context），亦即它也擁有豐富的歷史文化向度（或維度 dimension），進而在

教學設計中，分享二十一世紀最令人矚目的『多元文化關懷』。。 
就我而言，在這四年的訓練過程中，不僅在自己的教學活動設計中找到了許多適用的教

學資源，更在教學活動進行的過程中，由學生專注的眼神與熱情的參與中，找到了教師的專

業自信，這一段歷程雖然走的辛苦，但確實是值得。 
 
 
 
 
 
 
 


