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    正⽥建次郎：涅特學派的⽇本男孩 

洪萬生	

臺灣數學史教育學會	

 
日本數學家正田健次郎給一般人的印象，似乎是他與日本皇室的連結。他是上皇后正

田美智子的伯父。公元 1902年，正田建次郎（Kenjiro Shoda, 1902-1977）出生於日本群馬
縣館林市。1925年，他從東京帝國大學（現東京大學）理學部數學系畢業，並於次年赴德
國留學，成為艾咪・涅特（Emmy Noether）的徒弟。 

  

           

     圖一：正田建次郎照片（維基） 

 

正田建次郎就學東京大學時，接受名師高木貞治（Teiji Tagaki）的指導。由於高木出

身哥廷根大學，是希爾伯特（David Hilbert）的學生之一，因此，他推薦正田建次郎與末

 

2 正田建次郎：涅特學派的日本男

孩…………………………洪萬生 

2 視畫法中的數學………………蘇惠玉 

 

     

 

 

 

(2023年 3月) 



HPM通訊第二十六卷第一期第二版 

綱恕一（Zyoiti Suetuna）到哥廷根留學。不過，末綱主要興趣在解析數論，於是，他追隨
藍道（Landau）學習，返日後在東京大學數學系創立書報討論班（Seminar），並繼任高
木退休後所留下的教授職位。 

 
正田建次郎到哥廷根大學之前，先到柏林大學跟舒爾（Issai Schur）學習一年，1927

年再轉到哥廷根，原先他的目的是參加希爾伯特的討論班。不過，由於他打算專攻（抽象）

代數，這或許是他後來去敲涅特公寓大門的背景吧。當時他從未耳聞涅特其人其事，因此，

他顯然被涅特「粗獷外表」給嚇到了。事實上，涅特已經從舒爾處得知他的學習近況，所

以，即使只是初次見面，涅特還是連珠砲似地、但態度和藹地敦促他研讀施泰尼茲（Ernst 
Steinitz）與克魯爾（Wolfgang Krull）等人著作，以便參加她的討論班。 

         

      圖二：艾咪・涅特照片（維基） 

 
正田建次郎在涅特公寓不遠處租屋居住，因此，他可以陪伴涅特步行一段不算短的

路程，前往校園上課。在步行途中，涅特總是對他口述當天要討論的材料。根據一般人

的學習經驗，抽象代數要是缺乏符號的視覺表徵之輔助，往往很難理解或掌握。即使涅

特總會給他「小抄」，但還是難如登天。好在這也算是一種預習，正田在討論班上再聽一

遍時，已經多少可以掌握知識內容。其實，師徒之間這種一邊散步、一邊談論數學的

「教學方式」，學生總是可以分享老師的數學洞識。即使到了 1975年，正田建次郎仍然
可清晰地回憶涅特一個有關證明的插曲。涅特指出：想要證明 𝒂、𝒃 兩實數相等，光是
證明 𝒂 ≥ 𝒃 及 𝒂 ≤ 𝒃 是不夠的，吾人必須更進一步尋求 𝒂 = 𝒃 所以成立的真正理由。
1 

 

 
1 參考 Rowe & Koreuber, Proving It Her Way, p. 105。 
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涅特的博士生也包括中國留學生曾炯，2此外，還有杜林（Max Kleiner）Deuring）、
3費汀（Hans Fitting）、葛瑞爾（Heinrich Grell）、列維茨基（Jacob Levitzki）、威特（Ernst 
Witt）等，他們都被暱稱為「涅特男孩」。4他們經常到她家作客，一起散步聊天，5甚至在

晚課後，她和博士後訪問學者、研究生踩過陰冷、潮濕而骯髒的哥廷根街道，還興高采烈

地討論未完的數學話題。 
 
 
公元 1929年，正田建次郎返國，1933年起擔任新創立的大阪大學之數學教授。同時，

他也在 1932年出版《抽象代數》（Abstract Algebra），成為風行於歐美的范德瓦爾登（van 
der Waerden）的《近世代數》（Modern Algebra）之外，推動涅特代數研究進路的另一套
暢銷的經典教本。6 

 
公元 1946 年，正田建次郎在擔任日本數學學會第一任會長。1954 年擔任大阪大學第

六任校長（日文稱「総長」）。1965年，63歲的正田建次郎從大阪大學正式退休，後擔任
武藏大學的校長（日文稱「學長」）。1969年，他獲贈文化勳章，1974年獲勛一等寶瑞章。
1977年，正田建次郎去世，享年 75歲。 
 

參考文獻 

Rowe, David & M. Koreuber (2020). Proving It Her Way: Emmy Noether, A Life in 
Mathematics. Springer.  

 
 
 
 
  

 
2 曾炯（1898-1940）是中國江西人，他在江西高等師範學校就學時，受業於知名數學家陳建功（日本東北

大學博士），後考取庚款赴哥廷根留學，投入涅特門下，學習抽象代數，並於 1934 年榮獲博士學位（當時

涅特已被納粹驅逐到美國）。曾炯畢業後即返國任教，不幸於 1940 年病故。 
3 杜林是已故的徐道寧教授的指導教授。 
4 有關涅特的學生名單，下列三個資料來源並不一致：Kleiner, A History of Abstract Algebra, p. 161; 
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Noether_students/，以及 Mathematics Genealogy Project 
https://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=6967。 
5 他們還喜歡一項體育活動，那就是游泳。亞歷山德羅夫（Alexanderov）與烏雷松（Uryson）前往荷蘭、

路過法國的布列塔尼（Brittany）時，烏雷松在海邊游泳溺死。他英年早逝，震驚了當時歐洲數學界。 
6 參考 Rowe & Koreuber, Proving It Her Way, p. 107。 
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透視畫法中的數學 

蘇惠玉	

台北市立西松高中   
 

 數學與藝術，感覺上屬於兩個完全不同的領域。不過古有名言，數學是描述大自

然，也就是我們生活的世界的語言；藝術，尤其是繪畫，也作為描述現象的一種表徵，

想必這兩者一定會在某些部分有著交集。今天我們就來聊聊這個交集，一種從數學中誕

生的繪畫方法，透視畫法。 
 

一、 平行投影與透視投影	
我們的眼睛之所以能看到東西，是因為光線通過瞳孔，經過水晶體這個類透鏡的作

用，將影像「投影」在視網膜上（如圖 1），經過是神經傳導到大腦，最後經由腦神經的
視覺判斷與處理，得到一個影像。因此當我們要將所看到的一切，盡可能真實地留在畫

布上，就必須仿照眼睛的作用來進行創作。這種將立體的 3D物件轉換成平面 2D的形式
的繪圖設計方法，稱為 3D投影（(projection)，或稱為圖形投影，由於投影方法的不同，
又分成兩類：平行投影與透視投影（中心投影）。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
平行投影的方法，大部分應用於工業製圖，需要精準呈現各方向的尺寸。譬如利用

我們國中階段學過的三視圖繪製立體圖形，就是平行投影的一種。在平行投影中，從物

體到投影平面的視線相互平行。因此，在三維空間中平行的線在二維投影圖像中依然保

持平行。這樣的平行投影有個缺點，就是不管觀看者距離物體遠或近，成像的大小都不

會改變。雖然這種方法對建築或工業製圖設計有利，但是容易感覺失真，畢竟這種投影

方式跟眼睛或攝影相機的成像原理不同，因此讓觀看者難以探測深度與遠近，因而形成

視覺上的「錯視」效果，並且應用在藝術創作中。譬如圖 2為在歐氏幾何體系中不可能
存在的潘洛斯樓梯(Penrose stairs)，一種潘洛斯三角形的變形，形成一種看不出上樓或下
樓，連續循環樓梯。在錯覺藝術大師艾雪的畫作⟪上下階梯⟫(Ascending and Descending)
中（圖 3），也應用了這樣的視覺錯視效果。 

圖 1 

數 B課程大補帖系列	
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能如實呈現出如眼睛視物般的遠近、大小關係在二維成像平面上的方法，就是透視

投影 perspective ，它的拉丁語源就是「看透(to see through)」的意思。首先觀察圖 4的
照片（二維成像平面，或是畫布），如同我們眼睛所視，兩條平行的直線「似乎」在遠處

相交，這個就是透視造成的效果。為什麼在透視投影中，相互平行的直線會交於一點

呢？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

如圖 5，假設 E為眼睛（透視投影的投影中心）所在，平面𝝅為二維成像平面（就是畫布
啦），眼睛的視線（與畫布垂直）與畫布所在平面的交點為 V，在空間中有一堆平行線
（與畫布垂直），以其中一條直線𝑷𝑸,⃖,,,⃗當代表來看，𝑷𝑸,⃖,,,⃗與視線𝑬𝑽,⃖,,,⃗所在的平面𝝅′與畫布交於
一直線，而 P、Q兩點透視後的像分別為 P’與 Q’，兩者皆在這條過 V點的交線上；同理
其他與𝑬𝑽,⃖,,,⃗平行的直線在畫布上的像也會過 V點。也就是說，平行線經過透視後會交於一
點（V點），稱為消失點(vanishing point)。畫布平面與視線所在平面𝝅′的交線 L稱為視平
線，可以發現消失點會在視平線上，而視平線在畫面上的哪個位置，則由眼睛的高度及

與眼睛到畫布的距離而定。 
 
 
 
 
 
 
 

圖 2 圖 3 

圖 4 平行的鐵軌 
圖片來源：Pexels@nomi gogo 

圖 5 
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二、透視畫法	

在透視法中，根據投影平面（畫布）朝向空間物體三個維度 (x軸、y軸與 z軸) 的
方向分為一點透視、二點透視與三點透視，依消失點的個數分類。 

 
l 一點透視 
空間物體有兩個維度分別與畫布的水平、垂直方向平行，因此只有一個方向的平行線經

過透視後交於一個消失點。如下圖 6所示。你可以透過下面實作練習畫畫看。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. 在紙上畫出一條水平線（視平線），並在水平線上點一點作為消失點。 
2. 在紙上任一地方畫出一個矩形。在單點透視中，朝向視線的矩形不會變
形，表示此立體的 x軸、y軸方向分別與畫布的水平、垂直方向平行。 

3. 將矩形的四個頂點分別與消失點連線，按照需要的比例，就可畫出一個空
間中的長方體。 

4. 重複 2.與 3.的步驟，可以畫出多個空間中的立體，觀察在紙上呈現的這些
立體特性，與畫面呈現的視覺效果，寫下你的發現。 
 

 
l 二點透視 
空間物體有一個維度與畫布的水平或垂直方向平行，因此有二個方向的平行線經過透視

後交於消失點，所以這個透視有二個消失點。如下圖 7所示。你可以透過下面實作練習
畫畫看。 
 
 
 
 
 

圖 6 
圖片提供：黃英華 
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1. 在紙上畫出一條水平線（視平線），並在水平線上點二點(𝑽𝟏, 𝑽𝟐)作為消失
點。 

2. 在紙上任一地方畫出一條垂直線，表示此立體的 z軸方向與畫布平行。 
3. 將此線段的兩個端點分別與消失點𝑽𝟏, 𝑽𝟐連線，然後按照需要的比例，在
兩個方向各自畫出垂直線段。 

4. 將同方向的水平線分別與𝑽𝟏, 𝑽𝟐連線，即可在畫布上畫出一個長方體。 
5. 重複 2.、3.與 4.的步驟，可以畫出多個長方體，觀察在紙上呈現的這些立
體特性，與畫面呈現的視覺效果，寫下你的發現。 
 

 
l 三點透視 
空間物體的三個維度皆不與畫布的水平或垂直方向平行，因此三個方向的平行線經過透

視後分別交於消失點，所以這個透視有三個消失點。如下圖 8所示。你可以透過下面實
作練習畫畫看。 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

圖片提供：黃英華 

圖 7 
圖片提供：黃英華	

圖 8左：眼睛在上方的俯視圖 
    右：眼睛在下方的仰視圖 
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1. 在紙上畫出一條水平線（視平線），並在水平線上點二點(𝑽𝟏, 𝑽𝟐)，以及水
平線下方點上一點(𝑽𝟑)作為消失點。 

2. 從𝑽𝟑往視平線方向畫一線段 AB，此線段不與視平線垂直，在此線段上再
取一點 C，用以表現此長方體高的長度。 

3. 將 AC線段的兩個端點分別與消失點𝑽𝟏, 𝑽𝟐連線，然後按照需要的比例，
在兩個方向的某一線段上各取一點，用以表示此長方體的長與寬。 

4. 將這兩個點配合平行方向分別與𝑽𝟏, 𝑽𝟐, 𝑽𝟑連線，即可在畫布上畫出一個長
方體。 

5. 重複 2.、3.與 4.的步驟，可以畫出多個長方體，觀察在紙上呈現的這些立
體特性，與畫面呈現的視覺效果，寫下你的發現。 
 

 
 在上述的三個透視畫法練習中，僅練習有關消失點的透視法，從這些透視圖中可以

觀察到透視法的特性，亦即在成像平面上真實的呈現實景的遠近，以及距離觀看者近的

物體較大，距離遠的較小的特性，不過消失點的位置關係到畫者的視角以及畫者與畫布

的距離，在此不多加論述。另外，透視圖要忠實呈現空間中的物體關係，還必須考慮物

體尺寸的比例才行。透視圖中考慮比例長度的數學知識，就是相似形的比例關係，或是

平行線截比例線段的計算方法。如圖 9， 𝑨𝑩4444//𝑨$𝑩$444444， 𝑬𝑨''''

𝑬𝑨!''''' =
𝑬𝑩''''

𝑬𝑩!'''''' =
𝑨𝑩''''

𝑨!𝑩!'''''''，當確定畫者與實

景間的距離，畫者與畫布的距離，以及實景間的大小比例，就可以畫出一個符合比例的

畫作。不過在設計圖稿，例如室內設計的透視圖，通常都是以地板的網格來確定比例關

係，如圖 10。你可以透過下面實作練習比例關係的作圖。 不過，這種透視法的觀念與
應用源自於何時呢？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 9 

圖 10 
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練習 
在下面的平行四邊形 ABCD中，僅用直尺連線段的方法作圖 
1. 在𝑩𝑪,⃖,,,⃗上作出一個與平行四邊形 ABCD全等的平行四邊形，並說明你的
作法的正確性。 

2. 作出𝑪𝑫4444的三等分點，並說明你的作法的正確性。 
 
 
 
 
 
 

 
 

三、文藝復興時期的透視畫法	

 雖然在古希臘與埃及時期，就有透視的觀念，但是真正應用由數學產生的透視法，

應該由文藝復興時期的義大利說起。十四到十七世紀的文藝復興時期，在各方面都衍生

了劇烈的變化，這些變化是許多因素交互影響的結果。在藝術方面，繪畫風格由於受到

當時學術風潮的影響，而與中世紀時期大不相同。這個時期從海洋探險中帶回了的大批

的新物種、新知識，乃至宗教改革帶來的在信仰上的解放，各個面向都興起一種「回歸

自然」的風潮，把大自然本身當成是知識的真正源泉。因此，在繪畫風格上追求自然逼

真，除了畫面的主題出現大自然之外，必須讓畫面呈現現實世界中眼睛所見到的真實。

早期雖然有些畫作試圖創造遠近的景深效果，結果卻不盡理想，例如下圖 11，在洛倫采
蒂（Ambrogio Lorenzett）的聖母領報圖（The Annunciation，1344）中，僅以一種直覺
方式的方式把握了空間與景深，而沒有採用數學的透視。為了追求逼真的繪畫創造，這

個時期的藝術家們必須解決二大問題： 
 
・如何讓平面的畫布呈現空間的立體感，製造出真實的遠近感？ 
・遠近事物的比例大小如何精準的呈現？ 
 

在當時的學術風潮之下，藝術家自然而然轉向數學尋求這兩個問題的解決之道，因而興

起的研究主題就是透視法，其中幾位使用透視法知名的藝術家如布魯內力斯基、阿爾貝

蒂、法蘭契斯卡、達文西與杜勒等。 
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(1) 布魯內利斯基(Filippo Brunelleschi, 1377－1446) 
身為文藝復興時期義大利的建築師與畫家，布魯內利斯基最有名的成就可能是佛羅

倫斯聖母百花大教堂的圓頂建築工程吧，不過他是第一個提出線性透視用於繪畫，與正

確使用消失點的畫家。身為一個建築師，想必接受過幾何學與測量方法的相關訓練，因

此布魯內利斯基能根據實體與畫布的距離，計算實體與畫布上的像之間的長度比例，他

曾以正確的視角畫繪製佛羅倫薩洗禮堂和舊宮(Palazzo Vecchio)，從它的西北角斜向
看，還有聖喬瓦尼廣場的建築，之後為了展示他繪畫的正確性，他在畫作的消失

點處鑽了一個小孔，讓觀看者貼著畫作背面從這個小孔望向前方一個鏡子中的畫

作反射影像，如此觀看者看到準確透視的構圖與實景有驚人的相似性（如下圖

13）。不過這兩個畫板皆已遺失。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 11 

圖 12. 聖母百花大教堂的圓
頂平面圖，顯示了內部和外

部圓頂結構。 圖 13 



HPM通訊第二十六卷第一期第一一版 

(2) 阿爾貝蒂（Leon Battista Alberti, 1404－1472） 
雖然布魯內利斯基正確使用了透視法與消失點，但是他並沒有對透視法的原理加以解

釋，阿爾貝蒂是第一個解釋透視法應用於繪畫的原理的畫家。他認為數學是藝術與科學

的共同基礎，並於 1435年完成用拉丁語寫作的《論繪畫》（De Pictura，給學者專家看
的），以及用義大利語寫的 Della Pittura（給一般讀者看的）。《論繪畫》這本書分成三個
部分，第一部分闡述正確繪畫所必須具備的透視數學原理，他說： 

 
…完全是數學的，關注於大自然的根基，從中誕生的優雅且高貴的藝術。 
 
在這本書中，阿爾貝蒂介紹了幾何原理與光學的背景知識，他在眼睛與被觀察的物體

之間建立一個三角形系統，定義他的「視覺金字塔(visual pyramid)」，7將透視學作為藝術

與建築呈現的幾何工具。在他的書中最著名的例子就是方格地板的繪製。如下圖 14，方
格中同一方向的平行線會交於一點（消失點Ｖ與 Z），阿爾貝蒂除了繪製之外，甚至告訴
他的讀者：「兩個消失點 V, Z之間的距離，就是畫作者站在畫布前的距離」。如果我們將
阿爾貝蒂的正方形網格放在空間坐標中，利用格子點－畫布上的像－眼睛三點共線與成

比例的分點公式，不難看出阿爾貝蒂這個結論的正確性。你可以透過下面的練習實地畫

畫看。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
7 阿爾貝蒂的視覺金字塔可以從單點透視圖來想像， 

圖 14 
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練習一 
1. 在紙面中央取一條線（視平線），並在線段上畫面中央處取一點作為消失
點 V。 

2. 在紙面下方畫一線段，五等分，得到端點 A、B與等分點 C, D, E, F。 
3. 將 A, B, C, D, E, F分別與 V點連線，作為正方形網格與畫面垂直的方
向。 

4. 在線段 VA上，Ａ點的上方取一點 A’，作為最靠近畫布的正方形透視後的
邊長。 

5. 連結 AA’，與視平線交於一點 Z，此為對角線這組平行線的消失點。 
6. 連接 ZB, ZC, ZD, ZE，利用與線段 AA’的交點完成網格的透視圖。 
練習二 
如圖，設地板上有一 5×5的正方形磁磚網格，將此正方形網格放在空間坐標
系中，讓 A, C, D, E, F, B的坐標分別為(5, 0, 0), (4, 0, ,0), (3, 0, 0), (2, 0, 0), (1, 
0, 0)與(0, 0, 0)，設畫布平面方程式為𝒙 = 𝟎，畫
者的眼睛為 P(−𝟒, 𝟎, 𝟑) 
1. 分別找出𝑨𝟏與𝑩𝟏在畫布平面上的透射投影
點坐標𝑨𝟏$、𝑩𝟏$。 

2. 求出直線𝑨𝑨𝟏$,⃖,,,,,⃗與直線𝑩𝑩𝟏$,⃖,,,,,,⃗的交點 V，即為 y
軸方向平行線的消失點 

3. 求過 V點與 x軸平行的直線 L，即為視平線 
4. 求直線𝑪𝑨𝟏$,⃖,,,,,⃗與 L的交點 Z，即為對角線這組
平行線的消失點。 

5. 檢驗𝑽𝒁4444是否等於 P點到畫布平面的距離。 
 

(3) 法蘭契斯卡（Piero della Franscesca，約 1420－1492） 
   15世紀同樣對透視法有貢獻的義大利人畫家法蘭契斯卡，同時也是位數學家。法蘭契
斯卡出生在富裕的商人之家，沒有明確的證據顯示他出生的年份，根據一份較近研究顯

示，可能在 1420年出生。不過如果真的如此，按照目前的史料，他 12歲就以畫家身份
工作賺錢了，不過在當時，12歲當學徒助手也是一件很平常的事。雖然法蘭契斯卡在學
校受教育的時間不長，然而他卻是一個出色的學習者，他的自主學習讓他可以閱讀以拉

丁文寫作的數學文本，他在計算上的學習、對古代幾何學的創造性探索，這些所有的學

習成果都展現在他的繪畫成就上，在著作上，流傳下來的有三本著作：⟪論計算⟫(Trattato 
d'Abaco) 、⟪論五種正多面體⟫ (De quinque corporibus regularibus)以及⟪論繪畫中的透視
⟫ (De Prospectiva pingendi)，8在⟪論繪畫中的透視⟫中他說： 
 
繪畫有三個主要部份，它們是繪圖、比例與著色。……在這三個部分中，我打算只
處理比例，我們稱之為透視…… 

 
這本書是文藝復興時期第一本討論如何描繪空間物體的作品，主題涵蓋算術、代數與幾

何，尤其是空間幾何與透視學方面創新內容。本書由三個部分組成：敘述描繪臉部的技

 
8 文藝復興時期另一位義大利著名的數學家帕喬利（Luca Pacioli, ca. 1447–1517）的著作⟪神聖比例⟫(De 
divina proportione,	1509)，即是法蘭契斯卡的⟪論五種正多面體⟫的義大利文翻譯。 
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巧、論述透視學、描述利用顏色創造透視的技巧。書中所闡述的如何在二度空間的繪畫

與浮雕作品上，呈現三度空間的技術，其理論基礎部分內容來自於歐幾里得的《光學

（The Optics）》一書的想法，書中編排方式也按照《幾何原本》的形式，再加上法蘭契
斯卡自己的獨特見解而寫成，試圖證明利用透視學和立體幾何原理，同時給出實際的例

子來說明這些定理，可見的現實世界就能夠從數學理論中推演出來。下面的圖 15為此書
中的部分頁面。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
下圖 16為法蘭契斯卡知名的作品之一，⟪基督的鞭笞⟫(The Flagellation of Christ)，在畫
作中以卓越的透視法以及光線的使用，增加畫面的真實感以及立體感。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 雖然在法蘭契斯卡的年代中，他也算是一位非常有能力的數學家，然而他在數學上

的作品與成就，很大程度依賴於文藝復興時期的另一位義大利數學家帕喬利，相傳帕喬

利曾到法蘭契斯卡的工作室學習數學，因此法蘭契斯卡的大部分數學作品出現在帕喬利

的書中，而帕喬利書中的插圖則出自文藝復興時期另一位大師李奧納多・達文西之手，

包括一些精美的正多面體透視圖。 
 
(4) 達文西(Leonardo di ser Piero da Vinci, 1452 – 1519)  
在達文西的作品中，可以發現呼應阿爾貝蒂與法蘭契斯卡透視理論的使用痕跡（如下

圖 17⟪天使報喜⟫與圖 18⟪最後的晚餐⟫），他還提出數學公式來計算眼睛到物體的距離與
其透視投影截面（可以是畫布）上的尺寸之間的關係： 

圖 15 

圖 16  
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如果你把截面放在離眼睛 1公尺的地方，第一個物體距離眼睛 4公尺，在截面上會

縮小
𝟑
𝟒
的高度；如果距離眼睛 8公尺，它將減少𝟕

𝟖
；如果距離眼睛 16公尺，它將減少

𝟏𝟓
𝟏𝟔
，依此類推，隨著距離加倍，縮小量也會加倍。9 

 
李奧納多不僅用正確的透視法構圖繪畫，也是第一個提出透視逆問題的人。透視逆問題

指的是「給定一張以正確線性透視繪製的畫作，觀看者眼睛要放在哪裡才能看到正確的

透視圖？」考慮阿爾貝蒂的地板網格，不然發現觀看者在畫作前的位置需要滿足兩個條

件：(1) 眼睛的高度與跟畫面垂直方向的消失點要在同一高度水平線上；(2) 眼睛與畫作
的垂直距離等於兩個方向（x軸與 y軸）消失點間的距離。當然如果一幅畫高掛在牆上，
站在地板上的觀看者可能(1)就無法滿足了。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
練習 
在下面的透視圖中，V為 y軸方向平行線的消失點，Z為對角線這組平行線
的消失點，設 E點為觀看者眼睛所在的位置。 
1. 證明∆VEZ為直角三角形。 
2. 畫中地板的網格為正方形網格的透視影像， 
證明畫中的紅色三角形與∆VEZ相似。 

3. 證明𝑽𝑬4444 = 𝑽𝒁4444。 
 
 

 
9 這段話的意思應該是當物體與眼睛的距離變 2 倍時，截面上透視投影像的大小會縮小

𝟏
𝟐
倍。 

圖 17 

圖 18 
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(5) 丟勒（Albrecht DÜrer，1471－1528） 
到了 1500年代，德國人丟勒將這一主題的研究帶回德國。這位文藝復興時期著名的

藝術家，在二十幾歲時就以相當高水準的木板刻畫享譽歐洲。丟勒曾經從義大利大師那

裏學會透視法原理，他關於幾何學與透視學的著作完成於 1528年，名為《直尺與圓規的
測量（Underweysung der Messung mit dem Zirckel und Richtscheyt）》，在這部共四卷的書
中，前三卷分別討論一維、二維的幾何形體之結構與其在建築、工程學上的應用；第四

卷進行三維結構與多面體結構的研究，並在這一卷中論述了用透視法描繪立體的方法與

儀器。他為了方便透過模型來介紹透視法，更將他使用的原理、方法與儀器製作成木板

刻畫的插圖，這些插圖現今也經常出現在論述透視學的書籍中。 
丟勒在他的書中介紹了一個幫助他畫出比例和透視關係的裝置，如圖 19，圖中顯示繪

畫者利用儀器輔助讓一隻眼睛固定看向某處，並透過格子紗窗來繪製影像。在透視畫法中，

要讓畫出來的影像與實景近乎一樣，其實有很重要的一個前提，就是畫家只能用一隻眼睛

進行透視，畢竟兩個眼睛之間有距離，在透視的過程中會產生不一樣的成像，丟勒意識到

了這個問題，因此設計儀器來輔助畫家利用單眼進行透視繪圖。 
 

   
 
  
 
 
 
 

 
 從文藝復興開始興起的透視畫法，雖然大多僅有一點透視，然而從數學誕生的透視

法，將「平行線交於無窮遠處一點」的這顆種子埋入數學家的心中，透過有心或無意的

灌溉，也終於在繁茂的數學花園中，開出名為射影幾何的果實，這應該也是大自然的奇

妙之處吧。 
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新竹縣：陳夢綺、陳瑩琪、陳淑婷（竹北高中） 
苗栗縣：廖淑芳 (照南國中) 
台中市：阮錫琦（西苑高中）、林芳羽（大里高中）、洪秀敏（豐原高中）、李傑霖、賴信志、陳姿研（台

中女中）、莊佳維（成功國中）、李建勳（萬和國中） 
彰化市：林典蔚（彰化高中） 
南投縣：洪誌陽（普台高中） 
嘉義市：謝三寶（嘉義高工）郭夢瑤（嘉義高中）  
台南市：林倉億（台南一中）黃哲男、洪士薰、廖婉雅（台南女中）劉天祥、邱靜如（台南二中）張靖宜

（後甲國中）李奕瑩（建興國中）、李建宗（北門高工）林旻志（歸仁國中）、劉雅茵（台南科學

園區實驗中學） 
高雄市：廖惠儀（大仁國中）歐士福（前金國中）林義強（高雄女中） 
屏東縣：陳冠良（枋寮高中）楊瓊茹（屏東高中）黃俊才（中正國中） 
澎湖縣：何嘉祥 林玉芬（馬公高中） 
金門：楊玉星（金城中學）張復凱（金門高中）  馬祖：王連發（馬祖高中） 

附註：本通訊長期徵求各位老師的教學心得。懇請各位老師惠賜高見！ 


