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為何費爾茲獎俗稱數學界的諾⾙爾獎？ 
洪萬生 

臺灣數學史教育學會 
 
公元 2022 年，韓裔美籍教授許埈珥（June Huh / 허준이）榮獲國際數學家聯盟

（International Mathematical Union, IMU）所頒發的費爾茲獎（Fields medal），頒發場
合是四年一度的國際數學家會議（International Congress of Mathematicians, ICM）。從
1936 年此一獎項首度頒發以來，總共有 42 名獲獎者，但是，其中亞洲裔的數學家得獎時
的國籍如下：日本小平邦彥、廣中平祐，及森重文都可能是日籍；越南裔吳寶珠是法籍；

出生於澳洲的華人陶哲軒（Terence Tao）是澳籍，至於在香港接受大學教育的華人丘成桐
（Shing-tung Yau）則是美籍。如果再加上許埈珥，則亞裔得獎佔比六分之一，比例顯然
不高。 

 
費爾茲獎即使可以讓得獎的個人之「同胞」與有榮焉，然而，相關資訊在「傳媒露出」，

還是不無「掙扎」痕跡，顯然數學不是他們容易書寫的強項。不過，由於它不像諾貝爾獎

每年而是四年才頒發一次，而且，得獎者的學術成就也少有爭議，因此，新聞熱度遠遠不

如諾貝爾獎。在這種情況下，要讓傳媒人知道何謂費爾茲獎，那麼，將它連結到諾貝爾獎，

或許就是最佳策略之一吧。 
 
即使如此，費爾茲獎相對於諾貝爾獎，還是容易被忽略的榮譽。以後來併入紐約市立

大學（CUNY）總校區的紐約市立學院（City College of New York, CCNY）為例，我們可
以發現費爾茲獎與諾貝爾獎並未受到同等對待。 

 
紐約市立學院這所被譽為「無產階級的哈佛」曾經在 1930年代，以極低廉的學費吸引

猶太人及勞工階級子弟就學，並從中培養出十名諾貝爾獎得主。如再加上 CUNY的其他學
院的另外四名，則共有十四名諾貝爾獎得主，其名單與領域，以及 CUNY大學部主修如下
所述： 

 

2 為何費爾茲獎俗稱數學界的諾貝爾 

獎？…………………………洪萬生 

2 從「國際文憑大學預科課程」反思 

數學史與數學哲學的重要性 

…………………………黃俊瑋 
2	108「數養」素材：台北故宮度量衡舉

隅…………………………………….彭良禎 
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    1959 生醫獎：阿瑟・科恩伯格，1937年生物學系校友。 

1961 物理獎：羅伯特・霍夫施塔特，1935年物理系校友。 
    1965 物理獎：朱利安・施溫格，1933年入學，後轉學至哥倫比亞大學。    
    1970 生醫獎：朱利葉斯・阿克塞爾羅德，1933年生物學系校友。 
    1972 經濟獎：肯尼斯・阿羅，1940年數學系暨社會科學系友。 
    1973 和平獎：亨利・季辛吉，會計系系友，1943年因進入美國陸軍服役 
          休學。 

1978 物理獎：阿諾・彭齊亞斯，1954年物理系系友。 
    1985 化學獎：赫伯特・豪普特曼，1937年數學系系友。 

1985 化學獎：傑爾姆・卡爾，1937年校友。 
1988 物理獎：利昂・萊德曼，1943年物理系系友。 
2005 經濟獎：羅伯特・約翰・奧曼，1950年數學系系友。 
2014 生醫獎：約翰・奧基夫，1963年心理學系系友。 

 
其中，有三位還是數學系主修。另一方面，CCNY的網頁也納入涂林獎（Turing’s 
prize）的一位得主，以及兩位普立茲獎（新聞報導）得主。 
 

 然而，這張傑出校友名單卻未包括傑西・道格拉斯（Jesse Douglas, 1897-1965），他
是 IMU所頒發的首屆（1936）費爾茲獎得主之一。在此，讓我們先說一點他的生平事蹟。 

 

道格拉斯生於美國紐約。1916年畢業於紐約市立學院，1917年進入哥倫比亞大學深造，
1920年獲博士學位後留校任教。他在研究生期間接觸普拉托問題（Plateau’s problem）-- 給定
邊界條件下，最小曲面（minimal surface）是否存在？此後數年，道格拉斯前往世界各國遊學，
在 1931年 1月發表了普拉托問題的完全解，並在後來的研究中，將最小曲面問題加以推廣。
道格拉斯因這該項研究成果而榮獲 1936 年首屆菲爾茲獎。另一位得獎者是芬蘭複變大師阿弗
斯（Lars Ahlfors）。 

 

獲獎後，道格拉斯轉而研究變分問題的逆問題，並於 1941年解決了三維變分問題的逆問
題。1943年，他榮獲美國數學學會授予的博謝（Bocher）紀念獎。 

 

後來，他應聘回到母校紐約市立學院擔任教授，直至逝世。不過，那時該校只有大學部課

程，他負責教高等微積分課程。因此，他沒有現在大師級數學家的優勢，在缺乏同儕與研究生

的互相激盪的情況下，他只能在孤立的環鏡中單打獨鬥，這是研究型 vs. 教學型大學分道揚鑣
之後的「後遺症」。但是，禍福相倚，後續發展我們實在很難預測。 
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道格拉斯的成就無法進入紐約市立學院的傑出校友榜，或許說明在理工領域中，相對於諾

貝爾獎，其他的獎項如費爾茲獎都是可有可無。這應該也解釋了何以熟諳公關操作的人士，要

將費爾茲獎比擬作數學界的諾貝爾獎了。 

 

 這個提法多少也呼應費爾茲獎的本來稱呼：國際傑出數學發現獎（International 
Medals for Outstanding Discoveries in Mathematics），只是數學家的發現似乎沒有諾貝
爾獎得主的發現來得重要。那麼，為什麼美國新聞記者會對這個提法有興趣呢？這話要

從 1960年代說起。 
 
事實上，費爾茲獎設立之後，最初並沒有人將它比擬作諾貝爾獎。然而，1966年的

獲獎者之一史蒂芬・斯梅爾（Stephen Smale）因為積極反對越戰，被美國眾議院非美活
動調查委員會召見，不過，他不但不出席調查委員會，反而前往當屆 ICM主辦國蘇聯莫
斯科領獎。為了向外界辯護，他的同事便說菲爾茲獎在數學界的地位有如諾貝爾獎，這

一說法被各大新聞媒體反覆引用，而創造出「數學的諾貝爾獎」別名。顯然，這一個提

法應該有效，因為在美蘇冷戰脈絡中，數學如果至關緊要，那麼，民主體制政府對於

「左派的」數學家當然也只有百般「容忍」了。 
 
在數學界，可以比擬科學界諾貝爾獎的獎項，應該算是阿貝爾獎（Abel’s prize），

那是挪威政府在 2003年為了紀念天才數學家阿貝爾（Niels Henrik Abel, 1902-1929）而
創立的，其獎額也與諾貝爾獎相當，同時，每年頒發一次。 
 

參考資料

https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Nobel_laureates_affiliated_with_the_City_University
_of_New_York_as_alumni_or_faculty 
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從「國際⽂憑⼤學預科課程」反思 

數學史與數學哲學的重要性 
黃俊瑋 

台北市立和平高中 
 

一、前言－國際文憑大學預科課程 

因應台灣 2030 雙語國家政策的目標，無論是中小學的雙語課程學校計畫或是各類國
際課程，成為這幾年來教育第一線推動的重要方向。以台北市為例，國際課程部份大致可

分為大學預科課程、雙聯學制和特色國際課程 3 類，其中的國際文憑大學預科課程
（International Baccalaureate Diploma Program，簡稱 IBDP）是一種兩年制的課程，並
以 16至 19歲學生為對像的課程，修完後可取得文憑、直接申請海外大學，廣泛被世界許
多大學認可。1 
 

參與 IBDP課程的學生須在開設 IBDP課程的學校進行學習，至 2021年底，台灣共有

15所開設 IBDP課程的國際文憑（International Baccalaureate，簡稱 IB）學校，其中的
桃園市大園國際高中、台北市西松高中兩間「市立高中」，開設了「IB 專班」，是 2021年
9 月甫加入的生力軍。而在台北市教育局為達成台北市東南西北各區域皆有 IB學校的目標
下，目前包含育成高中、中正高中與和平高中也陸續成為國際文憑大學預科課程的候選學

校。 
 
課程與制度上，IBDP 與目前台灣現行的 108 課綱不同，學科方面區分為數學、文學

（台灣的學生學習中文）、第二語言（以台灣而言為英文）、自然科學、人文社會與藝術

等六大領域，學生可依據自己的能力和興趣選擇課程。除了藝術外的其它五個領域皆須至

少選擇一門課，藝術類科可不選，但須從其它五大領域多選一門課。同時，在這六個領域

的科目中，必須選擇三或四門進階難度的科目（Higher Level, HL），其餘的課程則是標準

難度（Standard Level, SL）。各個科目的成績透過內部評量和外部評量兩種評量機制來考

核。 
 

除了上述的六大領域外，學生還需要完成三門核心必修科目：1.創意、活動和服務（CAS，
Creativity, activity, service）、2.知識理論（TOK，Theory of Knowledge）以及 3.延伸論文

 
1 從 IB 的使命宣言來看，該課程的目標是為了培養勤學好問、知識淵博、富有愛心的年輕人，他們透過對

多元文化的理解和尊重，為開創更美好、更和平的世界貢獻力量。為了實現這個目標，國際文憑組織與眾

多的學校、政府以及其它國際組織進行合作，開發出一系列具有挑戰性的國際教育專案和嚴格的評量制

度。這些項目鼓勵世界各地的學生成長為既積極進取又富有同情心的終身學習者，他們也理解，儘管人與

人之間存在著差異，但他人的意見也可能是正確的。 
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（EE，Extended Essay）。其中，最讓筆者眼睛一亮的課程，莫過於「知識理論」這門核

心課程。 
 
從這門課程的名稱來看，容易與哲學領域中的「知識論」（epistemology）作聯想，也

的確，這門課程的目的與內容，並非學習特定領域的知識，而是強調知識的「後設」觀點，

並需帶有一定程度的批判性思考與哲學思辨。這門課關心的內容包含，知識該如何分類，

各領域知識的範圍、方法與侷限性，以及吾人作為認知者，該如何認知、如何獲得各領域

的知識，知識與意見、信仰的差別，知識的確定性和客觀性問題等。 
 
同時，此課程的目的是以探討各知識領域相關的「知識問題」為核心。例如：「如何

定義和區別知識、意見和信仰？」、「數學知識是數學家的發現或發明？」、「數學為何

比其他領域更具確定性？」、「數學家的社會地位與職業聲望，如何影響數學領域的發展？」、

「數學實作如何影響數學知識的發展？」、「目擊者證詞是可靠的證據來源嗎？」以及「科

學知識是社群的共識或客觀事實？」。由此來看，課程的進行和師生的教學互動模式必然

與台灣傳統教室大不相同。 
 

  接下來，本文將先對 IBDP中的數學課程作簡要說明，而後著重介紹三門核心必修課

程當中的知識理論（TOK，Theory of Knowledge）」，並從這些課程反思數學史與數學哲

學在 IBDP的重要性。 
 

二、IBDP之數學領域課程簡述 
有關 IBDP 六大領域課程部份，本文中僅就數學領域簡單說明。2數學領域課程分成

「數學：分析與方法」與「數學：應用與理解」兩類，這兩類又各自區分為進階難度（Higher 
Level, HL）和標準難度（Standard Level, SL）兩種課程。當中「數學：分析與方法」類似

於台灣傳統數學課綱中的課程內容，而「數學：應用與理解」則更加強調數學建模與數學

在真實世界、其他領域或學科中的應用，也包含更多的機率統計課程，較偏向台灣近年來

素養導向的教學目標與方向。 
 
「數學：分析與方法」共包含五大主題：1.數與代數，2.函數，3.幾何和三角學，4.統

計與機率，5.微積分。此課程的課綱條目中，包含較多的代數、函數、幾何與三角學與微

積分，若與台灣 108課綱相比，排列組合、方程式、線性代數（向量、矩陣）部份較為弱

化，但統計部份則略包含大學階段的機率統計課程，而微積分的內容更加豐富，包含例如

隱函數的微分、相對變率等微分的應用，以及三角函數、反三角函數、指數與對數的微分

和積分，還有各類積分技巧：變數代換、三角代換、分部積分與部份分式法等，這與早年

「國編版」數學課程的高三上課程內容相似。 
 

 
2 以下內容，參考、整理自 IBDP 官方文件－數學：分析與方法課程指南。 
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此外，「數學：分析與方法」的評量，主要強調知識和理解、問題解決、溝通與解釋、

科技工具的使用、推理與探究等六個向度。除了外部評量的統一考試（類似台灣的學測）

外，內部評量並不非採取傳統的紙筆測試方式，而是要求學生完成一篇「數學探究」。此

數學探究是一篇涉及數學領域研究的書面作業，學生可自選主題，並側重於數學相關的特

定主題。數學探究的評量標準（Assessment criteria）包含五大面向：標準 A 呈現、標準 B
數學溝通、標準 C 個人參與、標準 D 反思、標準 E 數學的運用，並依據各標準的評分基

模（markschemes）來評分。 
 

值得一提的是，上述官方內部評量中的數學探究，除了可進行純數學問題的研究外，

可以利用所學的數學知識或透過數學建模的方式，解決其它領域或處理日常生活中的真實

情境問題。更可以適當融入數學史、數學文化或數學藝術等多元要素，例如探究特定數學

問題的歷史脈絡、重要數學家與相關定理或問題、數學與美學、數學與建築、透視學等作

為探究的議題。這使得數學史可作為數學評量的主角。 
 

三、知識理論課程概要介紹3 

（一）知識理論課程目的與核心概念 

知識理論（TOK）這門課程的目的，並非學習特定的知識體系，或是讓學生獲得新知

識，而是幫助學生反思和正確看待他們已經學過的知識。這門課程充滿批判性思維，它的

核心是讓學生探究各領域知識的本質、範圍與局限性以及如何獲得與建構知識。同時，學

生們也反思他們從小到大在學校、家庭與日常生活中所建立的知識、信念和觀點，並探索

各知識領域之間的聯繫。 
 
知識理論（TOK）課程強調培養學生的國際意識、開放思想和發展跨文化理解。它鼓

勵學生考慮不同觀點之間的多樣性，以及探索知識和文化相互依存的影響。該課程鼓勵學

生對複雜的問題保持好奇，並深入和仔細地思考，同時也鼓勵學生欣賞人類知識的豐富性、

不同領域知識的價值，幫助學生更清楚地意識到知識的假設與局限，並克服偏見、促進跨

文化的理解與包容。過程中，學生也學習傾聽、了解自己的觀點與他人觀點的不同處，並

且避免膚淺和兩極化的思維，以及武斷的判斷。 
 

（二）知識領域與知識問題 

最新版的知識理論課程，由三個相互關聯的主題所組成。4 
1.核心主題—知識和認知者（knower）：這個主題鼓勵學生將自己反思為認知者和思考者，

並考慮我們所屬的不同認知者群體。 
2.選修主題：教師需從以下五個主題中選擇兩個主題：知識和技術、知識和語言、知識和

政治、知識和宗教、知識和本土社會。 
 

3 本節中的相關介紹，主要參考、整理改寫自 IBDP 官方文件－知識理論課程指南。 
4 參考整理自 IBDP 官方文件－知識理論課程指南，第 10 頁。 
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3.知識領域：包含五個必修的知識領域：歷史；人文科學；自然科學；數學；和藝術。這些

知識都具有獨特的性質，並有著不同的知識建構方法。 
 
如前述，知識理論課程以探索知識問題為核心。知識問題與學生在其他學科中所遇到

的問題大不相同，它是關於：知識如何產生、獲得、共享和使用；它是什麼，它不是什麼；

誰有，誰沒有；以及誰來決定這些問題的答案。同時，知識理論課程並不關注特定學科的

內容，而是關注知識是如何構建和評估。這些問題無論對教師和學生而言，都是重要的工

具，並且經常涉及知識本身的爭議性，例如：「什麼才算是知識主張的好證據？」、「某

些類型的知識是否比其他類型的知識更不容易解釋？」，或「對知識的追求應該有什麼限

制？」。5 
 
為了幫助教師和學生探索知識理論課程的這三個部分，官方版的知識理論指南之中，

提供了許多指導和建議的知識問題，且透過由「範圍、觀點、方法和工具以及倫理」所組

成的框架，來組織這些知識問題。這個知識框架，貫穿並統合整個課程，旨在鼓勵教師與

學生對每個主題與各個知識領域進行深入探索，幫助學生在不同主題和知識領域之間進行

有效的連結和比較。  
 

透過對這些問題的探索，鼓勵學生發現並表達自己對知識的看法；鼓勵學生與他人分

享自己的想法，傾聽他人的想法並從中學習。過程中，教師和學生們針對這些知識問題進

行有趣的對話，這些對話跨越各個學科的界限，並不斷反思他們從學術研究和課堂之外的

生活中獲得的知識。鼓勵學生檢查知識主張的證據並考慮我們如何區分事實和觀點，或者

如何判斷媒體上各種資訊的可信度。課程中，探索各知識領域形成知識的方法和工具、它

們有效的原因，並考慮其局限性。同時，透過這些對話和討論的過程，學生接觸到來自不

同信仰、價值觀的他人經驗，以及回答問題的不同方式。 
 

值得注意的是，知識問題通常不會有「標準答案」或「正確答案」，學生需面對模棱

兩可、具不確定性或有多重合理性的問題答案。處理這些分歧的、有爭議的問題是知識理

論的關鍵特色，大家對同一個問題的回答可能不同，但需透徹地分析了解問題的各個面向，

回答問題的過程也需有效地使用實例和證據來支持，並發展出清晰、一致而連貫的論點。

對知識問題的探索，可以幫助我們更深入地了解不同領域的知識是如何構建和評估，並幫

助我們深刻地理解周圍的世界。 
 

（三）知識理論課程的評量 

知識理論課程中有兩個評量任務。6 
1. 內部評量：知識理論成果展 
從官方所給的 35個知識問題中，擇一回答、呈現。旨在評量學生展現「知識論如何在

我們周圍的世界中體現」的能力。它由校內的教師評分，並由 IB進行外部審核。 
 

5 參考 IBDP 官方文件－知識理論課程指南。 
6 整理改寫自 IBDP 官方文件－知識理論教師支持教材(教師參考資料)。 
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2. 外部評量：知識理論論文 
從每年官方發佈的 6個問題中，擇一完成一篇 1,600字以內的論文。旨在讓學生針對

所選的問題，完成更正式且完整的寫作，並由外部的 IB 考官評分。 
 
知識問題是 TOK 教學的關鍵工具。無論是 TOK 成果展或 TOK 論文這兩項評量任

務，都以知識問題的探索為中心，官方針對內部評量和外部評量所規定的論文題目，都是

採用知識問題的形式呈現。因此，在整個知識理論的課程中，學生參與對知識問題的探索

和討論是重要的教學活動。 
 

四、知識理論課程中的數學、數學史與數學哲學 
知識理論這門課將知識區分為藝術、歷史、人文科學、自然科學和數學五個領域。和

其它領域相比，無論是數學知識的形式、知識建立的方法，數學方法所標誌的嚴謹，或是

數學知識所獨具的確定性等，除了可以讓數學與其它知識領域清楚地劃界外，也彰顯數學

在各知識領域中的特殊地位，更是探討知識問題的極佳教材來源。 
 
再從概念貫穿整個知識理論課程的 12個概念－證據、確定性、真理、解釋、權力、理

由、解釋、客觀性、觀點、文化、價值觀和責任－來看，課程中需探索各知識領域與這些

概念之間的關係，例如師生可以考慮「證明」在數學中的作用和意義，以及它與確定性、

真理等概念之間的關係，並且可以反思「證明」一詞在數學中的意義，與它在日常生活或

其他知識領域中的使用方式是否不同。 
 
回到知識理論課程的核心－知識問題，以數學領域為例，「數學知識與發現或發明？」、

「上帝是數學家嗎？」、「數學是否可獲得絕對的確定性？」、「數學真理與時間相關嗎？」、

「數學發展是否存在所謂的革命或典範轉移？」，這些都是數學史乃至數學哲學中的重要

問題。又例如：「數學知識是否植根於特定的文化或傳統？」、「數學家的社會地位與職

業聲望，如何影響數學領域的發展？」、「如果數學是人類創造的，那麼數學真理是否可

作為現實世界的客觀事實？」、「數學作為一個公理系統，它是什麼意思？公理系統的意

義是否隨歷史發展過程而有所不同？」、「科技如何影響到我們對數學概念的認知？」，

又或者「數學、知識與權力」相關問題的探究等，都是知識理論課程中值得深入探討的問

題，同時可看出這門課程與數學史、數學哲學之間的密切連結。 
 

底下再列舉知識理論課程的官方指南中，所示例的數學領域知識問題給讀者參考，並

感受這些問題：7 
．如果數學是人類所創造，數學真理是否可被接受作為現象世界的客觀事實？ 
．為什麼數學在其他知識領域，特別是自然科學中如此重要？ 
．數學家如何調和與我們的直覺相衝突的事實或數學結論（例如無窮集合之大小關係）？ 
．公理化知識系統與其他知識系統之間有何不同或相似之處？ 

 
7 參考並譯自 IBDP 官方文件－知識理論課程指南。 
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．數學符號的意義是否與文字的意義相同？與其他知識領域相比，個人經驗在數學領域中

更重要或是更不重要？ 
．數學家國家資源做沒有直接應用價值的研究，這在倫理上是否合理？ 
．技術創新，例如計算機的發展，如何影響數學作為一個知識領域的範圍和特性？ 
．誰來判斷證明的有效性？ 
 
從上述官方文件示例的這些知識問題，不難發現課程教師需具備數學史、數學社會史

或者數學哲學相關學術知能，方能在課程中恰當地處理這些「沒有標準答案」、「涉及知

識本質」、甚至「具價值判斷」的問題。由此來看，數學史與數學哲學的專業訓練與相關

素養，不啻是教師教授知識理論這門課程的必要條件。 
 
此外，僅管數學常被認為是抽象並且脫離現實世界，又或者獨立於經驗、不完美的世

界。但數學除了嚴格的邏輯要求與限制外，它亦是一門極富創造力與想像力的學科，並具

有智性的美感和優雅，美麗的數學公式如詩、如藝術作品，這也連結了數學知識的內在價

值探討。而這些議題同樣是知識問題的豐富材料來源。 
 
另一方面，知識理論課程中，除了探討五大知識領域本身相關的知識問題外，開課教

師的課程設計上，必須考慮知識和其它領域的連結作為選修主題，例如數學與語言、數學

與科技、數學與政治之間的連結等。數學作為一種語言底蘊於諸多領域和學科，與我們周

圍世界密切連結。數學常作為模擬、擬合現實世界現象的模型，被用於人文科學、自然科

學中。又近年來基於數學、統計為基礎的大數據與機器學習等技術，被廣泛用於文字探勘、

語音影像辨識、自然語言處理，甚至是文字、歌曲、藝術創作等人工智慧應用中，這也豐

富了數學和科技、甚至和藝術創作間的連結。 
 
而數學史上諸如康熙曆獄事件所涉及知識和政治間的關聯、數學成為康熙的帝王之學

從而拉抬了數學的學術地位、學術贊助機制對於數學的專業化與制度化的影響，或者「天

地明察」故事中的曆算家其改曆過程與政治勢力的拉扯等，都是連結、探討數學與政治的

經典案例。上述這些例子，都可作為 TOK 課程的重要教材資源，在數學史的訓練或是相

關數學科普閱讀的過程中俯拾易得，但可惜這樣的素養和博雅通識學習，卻一直不是台灣

傳統數學教師訓練的重要亦非必要條件。 
 

五、結語 
儘管 108課綱實行後，台灣教育打著素養的大旗，但事實上由於數學學科時數的限縮，

加以過分偏重於「生活應用」導向的素養，使得一般大多數數學課程中，對於數學史的融

入甚或對於數學知識與方法本質的哲學議題探討並不討喜，甚至舉步維艱。 
 
然而，從國際文憑大學預科課程來看，一方面數學領域的課程中，強調數學與多元⽂

化、國際意識（Mathematics and international-mindedness）和歷史視角之關聯，數學作為

一種跨學科、跨領域的國際語言，亦或者作為描述自然的語言，同時，現代數學的許多基
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礎更是許多世紀以來由不同文明所奠定的，因此，從數學史乃至數學哲學的角度切入，容

易與 IBDP非常強調的國際意識連結，也可看出數學史在 IBDP整體課程中的重要角色與

地位。另一方面，數學課程中的內部評量「數學探究」，也使得數學史可作為數學評量的

主角，成為學習與成果展現的核心。 
 
特別地，IBDP 的核心課程－知識理論，是以知識問題的探討為核心，從本文中所示

例的諸多問題來看，數學領域之中的這些問題，涉及數學知識與數學方法的本質探討、也

處理數學社會學的重要議題、各類爭議性和哲學性的議題，為數學史和數學哲學的登場提

供了舞台，也彰顯出教師自身所具備的數學史與數學哲學知能和素養，在此必修核心課程

中的重要性。 
 
而提出這些知識問題並形成答案或凝聚社群共識的過程中，有別於傳統數學問題中對

於精確性的要求、對於「標準答案」或「正確答案」的追求，必須容許各種多元的觀點，

並克服偏見、促進跨文化的理解與包容。同時，課程所涉及的這些概念並不出現在台灣的

傳統數學課程中，甚至也不是一般數學教師訓練課程中的主軸，這樣的課程與環境亦非數

學教師所熟悉，因此，在教學實務上，需仰賴教師本身對於數學史和數學哲學的專業知識，

以及平日廣泛閱讀所累積的扎實基礎。討論的過程中，更需給予知識社群（班級成員、教

師共備社群）各抒己見的機會和海納不同觀點與答案的雅量。 
 
最後，有感於台灣社會這些年來無論是政治上或是針對特定議題上的分裂和分歧，乃

至各陣營之間無法溝通和說理，甚至「媒體專家」們在論理和採據上的偏頗，欲破除台灣

社會這種「不可公度量」現象，或許 IDBP知識理論課程的訓練是一帖良方。 
 

參考資料 
IBDP 官方文件－數學：分析與方法課程指南。 
IBDP 官方文件－數學：分析與方法教師支持教材(教師參考資料) 。 
IBDP 官方文件－知識理論課程指南。 
IBDP 官方文件－知識理論教師支持教材(教師參考資料)。 
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108「數養」素材：台北故宮度量衡舉隅 
彭良禎 

台灣師範大學附屬高級中學 
記得在國中時期，筆者曾在歷史課本中讀到秦始皇結束戰國紛擾之亂局，完成車同軌、

書同文、錢同幣與統一全國度量衡的創舉。以下即透過本篇簡短的圖文整理，引領大家簡

單走逛台北故宮的館藏，親睹這些度量衡的時代印記。 
 

一、秦權與橢量 

圖 1、台北故宮 307 展廳內展示的秦朝度量衡「權+量」及其銘文資訊。 
 
走到故宮307展廳的「吉金耀采~院藏銅器菁華展」，可見展櫃內標示著「秦廿六年詔

橢量」(圖1-①)與「秦廿六年詔權」(圖1-②)的中小型器物，由於展品不精緻且不搶眼，故

以前從沒注意過，如今細讀一旁放大字幕的銘文，透過篆體與楷書的逐字對照稿(圖1-③)，
才驚覺是珍貴的歷史器物與關鍵的印證史料，其40字詔書內文與展版介紹的銘文大意如下：

(註1) 
 
 
 
 
 

○1  

○2  ○3  

○2  
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廿六年皇帝盡并兼天下諸侯‧黔首大安‧立號為皇帝‧ 
乃詔丞相狀‧綰‧法度量則，不壹‧歉疑者‧皆明壹之‧ 

秦王政在位的第二十六年(公元前221年)，統一了各國諸侯，百姓得到安
寧，建立尊號為「皇帝」。於是詔示丞相隗狀與王綰制定標準的度量，使不

統一、有疑問的，都能明確劃一。 
 
 

二、新莽嘉量器 
307展廳入口展版的主視覺意象即是新莽朝代的「嘉量」器(圖2-①)，器物上的銘文拍

不清楚(圖2-②)，但展品背後的大型展版有剖視圖文的簡介(圖2-③)與六區塊局部拓本(圖2-
④)的釋文對照，另在語音導覽的內容，也有提及其在數學史發展的重要性，實屬難得。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖2、台北故宮307展廳的入口設計與新莽嘉量器的展版圖文。 
茲參照展版所見與拓本對照的248字銘文逐一呈現如下：(註2) 

 
 
(甲) 黃帝初祖，德帀于虞。  虞帝始祖，德帀于新。  歲在大梁，龍集戊辰。戊辰直定，
天命有民。  據土德受，正號既真。  改正建丑，長壽隆崇。同律度量衡，稽當前人。 
龍集己巳，歲次實沉。  初班天下，萬國永遵。子〃孫〃，享傳億年。(總銘20行共81
字) 

(乙) 律嘉量斛：方尺而圜其外，庣旁九釐五豪，冥百六十二寸， 
深尺，積千六百廿寸，容十斗。(分銘7行共33字) 

(丙) 律嘉量斗：方尺而圜其外，庣旁九釐五豪，冥百六十二寸， 
深寸，積百六十二寸，容十升。(分銘7行共33字) 

(丁) 律嘉量升：方二寸而圜其外，庣旁一釐九豪，冥六百卌八分， 
深二寸五分，積萬六千二百分，容十合。(分銘7行共37字) 

(戊) 律嘉量合：方寸而圜其外，庣旁九豪，冥百六十二分， 
深寸，積千六百廿分，容二蘥。(分銘7行共31字) 

(己) 律嘉量蘥：方寸而圜其外，庣旁九豪，冥百六十二分， 
深五分，積八百一十分，容如黃鐘。(分銘7行共33字) 

○1  

○2  ○3  

○4  ○2  
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三、探究「歆率」 
根據《隋書．律曆志》所載：「古之九數，圓周率三，圓徑率一，其術疏舛。自劉歆、

張衡、劉徽、王蕃、皮延宗之徒，各設新率，未臻折衷。宋末，南徐州從事史祖沖之更開

密法…。」假設上述所謂圓周率的「歆率」真的存在，以下便嘗試從劉歆設造自成一體的

嘉量器上，反推計算其隱藏在《周禮．冬官．考工記》「內方尺而圜其外」比例架構下的

圓周率。 
 
茲將各量器分銘所對應的數值整理如下表。 
 

量器 方邊 庣旁 冥積 深 容積 
斛 1尺=10寸 9釐5豪=0.095

寸 
162寸2 1尺=10寸 1620寸3=10斗 

斗 1尺=10寸 9釐5豪=0.095
寸 

162寸2 1寸=10分 162寸3=10升 

升 2寸=20分 1釐9豪=0.19分 648分2 2寸5分=25分 16200分3=10合 
合 1寸=10分 9豪半=0.095分 162分2 1寸=10分 1620分3= 2蘥 
蘥 1寸=10分 9豪半=0.095分 162分2 5分 810分3=黃鐘 

 
首先，以斛量與斗量的容積關係為例，查其對應方邊、庣旁與冥(冪)積的數值皆相同，

僅斛深1尺為斗深1寸的10倍，故1斛容10斗。 
 
同理：合深1寸為蘥深5分的2倍，故1合容2蘥。 
 
接下來是比較複雜的斗量與升量的容積關係，查較斗量的方邊、庣旁皆為升量的5倍，

而斗深1寸為升深2寸5分的0.4倍，故1斗容5*5*0.4=10升。 
 
再來是有疑慮的升量與合量的容積關係，由於1升容10合，而升量的方邊為合量的2倍、

升深為合深的2.5倍，故升量的庣旁理應為合量的2倍，即合量的庣旁數值，應該要修正如

表中「已更正」的「9豪半」才對。 
 
同理：蘥量的庣旁數值也應該同步修正為「9豪半」。 
最後依照右圖對應內方、庣旁與外圜的位置關係， 
反推斛量中的「歆率π」到小數點後第3位， 
由冥(冪)積的數值：𝛑(𝟓√𝟐 + 𝟎. 𝟎𝟗𝟓)𝟐 = 𝟏𝟔𝟐， 
算得 π ≒ 3.154664564 ≒ 3.155。 
若算式中的√𝟐也與庣旁的數值一樣， 
同步只取近似值到小數點後第3位， 
即以 √𝟐 ≒ 1.414 代入計算， 
則得 π ≒ 3.155604924 ≒ 3.156。 
 

*10 *10 

*5 *5 *0.4 *10 

*2 *2 *2.5 *10 

*2 *2 

內方 

外圜 

庣旁 

庣旁 

庣旁 

庣旁 
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關於新莽嘉量5種量器上的各項數值，所見觸及圓周率推算的研究，多是分別呈現斛、

斗、升對應的 π ≒ 3.1547與合、蘥對應的 π ≒ 3.1591，進而考究古制各朝代度量衡的差異，

甚至據此質疑「歆率是否足以為率？」的存在性，反倒是未見像筆者一樣：先合理調整表

中「9豪半」的銘文數值之舉。 
 
假設筆者因調整「9豪半」而可得出數值一致的圓周率是「歷史正確」與「數學正確」，

那為何銘文上未見「半」字？是因當時代繼釐、豪之後無恰當的單位？還是因為「9.5豪」
的0.5進位之後，因遇9又要再進位變成「1釐」的現象，故而不得不割捨？以上皆有待後續

再翻查。歡迎高中數學多元選修的老師根據本文提供的素材，與歷史、國文科老師跨領域

共備、編製成校外參訪學習單，引領學生走逛、接觸、認識、計算、查校台北故宮館藏的

度量衡，來一趟「逛故宮、賞國寶、學數學」之旅。 
 

四、小記 
本文撰寫之初，原只是單純分享「逛故宮、學數學」的素材案例，怎知在網路大量瀏

覽、比對各方報導之後，反而冒出更多的疑問、翻查出更多的研究。目前筆者最感好奇的，

反倒是至今仍矗立在北京故宮的「乾隆嘉量器」，概因乾隆皇帝自從收藏到新莽嘉量器之

後，即對之愛不釋手(圖3為證)，且下旨編入《西清古鑑》中，卻不查《四庫》館員皆將銘

文中，本該代表面積的「冥」字誤解/誤抄為「寬」，面對如此錯很大的數學對應用詞卻無

感，不知是否會讓這位自封為「十全老人」的蓋章皇帝因此而「落漆」呢？且讓我們繼續

看下去…。 

 
圖3、北京故宮館藏〈乾隆皇帝是一是二圖軸〉。

https://www.dpm.org.cn/collection/paint/233351.html 
註1: 各家對詔文的斷句位置不盡相同，台北故宮展版的圈點與官網呈現的原不相同，且

官網的段句原有明顯的錯誤，經反應後現已同步調修。 
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