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數學經驗的敘事美學：以歐拉算式 01ie 為例~(二) 

           洪萬生 

       台灣師範大學數學系退休教授 

 

(續前一期) 

三、數學普及書寫中的歐拉算式 

在數學圈裡，曾經有過一個純粹好玩的民意調查，徵得一百多位數學家票選出他

（她）們心目中最漂亮的數學公式。這個算式何以具有如此魅力呢？或許我們可以徵之

於數學普及作家的說法。事實上，在本節中，我們將介紹九位數學普及作家在他們各自

的著作中，針對歐拉算式所分享的美學品味。 

 

這九位依序是毛爾（Eli Maor）、傑瑞・金（Jerry King）、大衛・艾契森（David 

Acheson）、齊斯・德福林（Keith Devlin）、威廉‧鄧漢（William Dunham）、保羅‧霍夫

曼（Paul Hoffman）、亞瑟・班傑明（Arthur Benjamin）、永野裕之，以及大栗博司。 

 

1. 毛爾：《毛起來說 e》 

 

在本書（英文書名為 e: The Story of A Number）中，毛爾（Eli Maor）運用第 13 章

〈𝒆𝒊𝒙：「最有名的公式」〉來「襯托」e 的故事之豐富多元。本章一開始，他就引用卡斯

納和紐曼的一段話，當成章前案語，來說明歐拉公式如何有名： 

 

歐拉把棣美弗的一項發現，導成一個有名的公式： 01ie ，這可能是所有公式中

最精簡又最著名的一個了……不管是神秘主義者、科學家、哲學家和數學家，都對

它引起高度的興趣。（頁 214） 

 

不過，在本章中，毛爾除了指出歐拉的著作《無限分析引論》，是數學史上「第一個點出

e 和 𝒆𝒙 在分析中的核心角色」，從而藉以凸顯歐拉在分析學上的偉大貢獻。歐拉的成就
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當然不只此端，我們從他在本章中對於歐拉的生平事蹟之簡介即可得知。事實上，他對

歐拉的數學研究之豐富多產的最深刻的比喻，是歐拉 vs. 莫札特的對比： 

 

如果我們把伯努利家族比喻作巴哈家族，那麼歐拉（L. Euler, 1707-1783）無疑是數

學界的莫札特，他的豐富成果估計可填滿至少七十冊書，到現在還沒全部出版完。

（頁 214） 

 

 最後，當然是他對歐拉「算式」的謳歌與禮讚： 

 

如果用「了不起」來形容 𝒆𝒊𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝒙 與𝒆−𝒊𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒊𝒔𝒊𝒏𝒙二式，我們就

得另外找更恰當的詞句來形容 1ie ；它在所有數學公式中，鐵定可以列在「最美

的公式」行列中。真的不誇張，如果把它改寫成 01ie 的形式，它就連結了數學

中最重要的五個常數（也連結了三個最重要的數學運算 – 加法、乘法及指數運

算）。 

這五個常數分別代表了古典數學的四支主流：算術可以用 0和 1代表；代數用 i

代表；幾何用 代表；分析用 e代表。無怪乎有許多人從歐拉公式中找出各種神秘

意義。（頁 227-228） 

 

由於《毛起來說 e》的主題很大一部分與歐拉的貢獻有關，因此，如果讀者有機會閱

讀本書，那麼，進入十八世紀西歐的數學脈絡，或許可以更深刻地體會歐拉算式或歐拉

公式的「美學」意義。正如同歐拉將「虛」的 𝒊𝒊 變成為「實」的 𝒆−(
𝝅

𝟐
+𝟐𝒌𝝅)（𝒌 =

𝟎, ±𝟏, ±𝟐, …），1毛爾也提點極為「夢幻」的算式或公式變得十分有用之歷史，為數學經

驗的美學敘事，平添些許佳話。 

 

針對歐拉對虛數研究的貢獻，毛爾在本書第 14 章中，也給出一個極有洞識的備註，

值得我們在此引述： 

 

複變函數論是十九世紀數學的三大成就之一（另兩項是抽象代數及非歐幾何學），這

意味著微分學與積分學，已擴大到連當年的牛頓及萊布尼茲都無法想像的領域。歐

拉在 1750年左右做了探路者，之後在十九世紀，經由柯西、黎曼、韋爾斯特拉斯及

其他人的貢獻，給了複變函數今天所享有的地位。（頁 254） 

 

2. 傑瑞‧金：《社會組也學得好的數學十堂課》 

 

在本書（英文書名為 Mathematics in 10 Lessons: The Grand Tour）第五章中，傑瑞・

金（Jerry King）介紹實數與虛數的理論發展，最後，他在簡述複變分析（complex 

analysis）的十九世紀發展之後，指出這門學問已經「枝繁葉茂」，且「單憑其本身就夠格

成為一門學科」。不過，「古典理論還沒有消逝。〔歐拉〕大師的成果，依然迷醉人心，展

                                                 
1 參考毛爾，《毛起來說 e》，頁 250。 
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現出深邃、優美的特性。」這顯然是針對歐拉的古典複數理論 -- 尤其是歐拉算式（或方

程式）來敘說的，請參看他的「白描」： 

 

我該怎麼談方程式 (e)〔按即 01ie 〕而不致破壞它的美。就讓我只陳述事實：

方程式 (e) 含有： 

‧數學五個最重要的數：1, 0, e,  和 i 

‧最重要的關係：相等 

‧三種最重要的運算：加、乘和取冪。 

此外，方程式 (e) 不含任何與它不相干之物，簡潔得令人屏息，就像弗洛斯特

的詩。歐拉見到這則方程式時寫到：「驚人」。…… 當然，方程式 (e) 棲居複變分析

範疇，那裡面有許多美的事物棲身。白天，優美在整個數學世界遊蕩。不過每到晚

上，它都回家進入複數屋宇休眠。（頁 241-242） 

 

3. 大衛・艾契森：《掉進牛奶裡的 e 和玉米罐頭上的 π》 

  

 本書英文原名為 1089 and All That: A Journey into Mathematics。作者大衛・艾契森

（David Acheson）為應用數學家。本書共有 16 章。在第 1 章中，作者從數目 1089 的驚

奇談起，帶領讀者搭上這一趟數學之旅，一同欣賞數學中令人驚奇的定理、美妙的證

明，以及偉大的應用。 

 

本書第 16 章（亦即最後一章）主題是「實或虛」。作者試圖說明何以歐拉算式 

1ie  備受數學家寵愛。為此，虛數如何進入歷史舞台，以及歐拉如何在他的（無窮

小）分析學教科書中，將虛數與正餘弦函數的冪級數展開式等等連結，而得出同樣精彩

的歐拉公式 𝒆𝒊𝜽 = 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽。現在，這班數學列車已經抵達終點站了。作者為了呼

應他在我們上車前的叮嚀，亦即，讓我們一起欣賞數學中的令人驚奇定理、美妙的證

明，以及偉大的應用，於是，他引述歐拉在 1748 年如何證明上述等式，藉以演示數學知

識的這三個本質面向： 

 

 𝒆𝒊𝜽 = 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽 

出自 1748年的歐拉的這個了不起的公式，提供了一個適得其所的高點，讓我們圓滿

地完結本書。 

 首先，我們是通過包括微積分、無窮級數和虛數等一堆相當老練的數學想法之連

結，而獲得此一成就。 

 其次，這個公式具有很大的實用價值。真的，實質上任何有關振動的工程或物理書

籍都充斥著 e與√−𝟏，而大大地簡化了許多計算，這就是唯一的理由。 

 最後，藉由代入特殊值 𝜽 = 𝝅，並且參考頁 224的𝒔𝒊𝒏 𝝅 = 𝟎 和𝒄𝒐𝒔 𝝅 = −𝟏，我們

最終可以獲得 𝒆𝒊𝝅 = −𝟏。（頁 228-229） 

 

最後，他再次強調他在本書中念茲在茲的數學知識之連結（connection）： 

  



HPM通訊第二十三卷第四期第四版 

儘管我們之中的任何人完全有權 – 那是當然！ -- 提出非常不同的意見，這個在 e、

i與 𝝅 之間令人驚奇的結合，就是那麼簡單地，被許多數學家視為整個數學領域迄

今 …… 最令人驚嘆的結果。（頁 229） 

 

4. 齊斯・德福林：《數學的語言》 

 

在本書（英文名為 The Language of Mathematics: Making the Invisible Visible）第三

章中，德福林（Keith Devlin）介紹了「歐拉公式大驚奇」： 

 

一七四八年，歐拉公式發現了下列令人驚奇的等式：𝒆𝒊𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙 

對任意實數 x都成立。 

 這樣一個在三角函數、數學常數 e以及-1的平方根（亦即√−𝟏）之間的緊密連結，

已經足夠令人大感驚異了。誠然，這樣的一個等式不可能只是單純的偶然事件；反

倒是，我們必定瞥見了這個大部分引伸在視覺之外的豐富、複雜且高度抽象的數學

模式。 

  

德福林進一步指出歐拉公式還有其他庫存的驚奇。也就是，我們還可以得到 01ie ，

如此，「你將得到一個連結五個常見的數學常數 e,  , i, 0與 1的一個簡單方程式。」還

有，這個方程式的「一個同樣驚人的面向，乃是在一個無理數（此處指 e）上做一個無理

虛數的乘冪，結果竟然得出一個自然數。事實上，對虛數做虛數乘冪，也可以得到一個

實數答案。」（頁 183-184） 

 

 其實，德福林在本書中一直念茲在茲的，莫過於說明：要是我們定義數學為一門研

究模式的科學（a science of pattern），那麼，掌握模式思考，就必定有助於我們看見不可

見的事物（making the invisible visible）。當然，這是由於歐拉公式所代表的模式，連結

了貌似無關的概念有以致之。而這個有關歐拉公式的插曲，足以見證「複數變成與數學

許多部分連結的概念」，此後，誠如德福林所指出，數學家又進一步發現：「在複（變）

分析與自然數之間存在了一個既深且廣的連結，這個發現是對數學抽象威力的另一個見

證。」而最難以想像的，「複數微積分的技巧幫助了數論家去辨認並描述數目模式，而若

無此技巧，它們必定就會永遠地隱藏了。」  

 

5. 威廉‧鄧漢：《數學教室 A to Z》 

 

在本書（英文名為 The Mathematical Universe: An Alphabetical Journey through the 

Great Proofs, Problems and Personalities）中，作者威廉・鄧漢（William Dunham）提供

了二十六個主題（英文字母 A 到 Z，譬如第 A 章主題就是 “Arithmetic” 等等），其中有

數學家、數學問題、公式及定理證明。2這樣的安排，無疑對全書敘事或論述的首尾一貫

                                                 
2 有關本書書評，請參考黃俊瑋 (2009).〈《數學教室 A to Z》：－數學證明難題&大師背後的故事〉，台灣數

學博物館。 
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及前後呼應，帶來頗大的挑戰。顯然，作者將歐拉算式引進，讓他得以對本書的一些

「情節」，進行適當的串連，因此，0、1、 、e、i 這五個數全都回到舞台，聯手謝幕： 

 

01ie  

所有數學家很快就能看出這是種絕無僅有的方程式，原來這個式子，把整個數學界

最重要的常數，全部串連起來。這裡不只有 0和 1擔綱演出，連（第 C章的） 、
（第 N章）的 e，還有（第 Z章的）i，全都回來聯手謝幕。這是貨真價實的群星會

陣容。（頁 314） 

 

按：上述引文中的第 C 章主題是「圓」（circle）、第 N 章「自然對數」（natural 

logarithm），以及第 Z 章「複數 Z」（z = x + iy）。 

 

6. 保羅‧霍夫曼：《數字愛人：數學奇才艾迪胥的故事》 

  

 本書（英文名為 The Man Who Loved Only Numbers）是數學界傳奇人物保羅・艾迪

胥（Paul Erdos）的傳記。3在本書（第五章）中，作者保羅・霍夫曼（Paul Hoffman）

特別強調數學知識的連結（connection）與數學家的洞察力（insight）。其中，有關連結

（或聯繫）的部分，他指出： 

 

數學就是發現聯繫，尋找特殊問題和一般結果之間、一個概念和另一個貌似無關但

實際上相互聯繫的概念之間的關係。任何有意義的數學概念都不是孤立的。（頁 189-

190） 

 

此外，他也以自然對數的基底 e 以及相關的歐拉算式為例，提供一個十分有趣的說

明。而這一大段話，後來就成為作家小川洋子在她的經典小說《博士熱愛的算式》中，

刻劃數學美的主要參考憑藉。這個算式也可算是該小說的「主角」，因為它，該小說主要

角色的破碎人生，終於有了圓滿的連結。 

 

 為了在後文與《博士熱愛的算式》（第四節第 2 小節）相關情節之呼應，就讓我們引

述這段十分精彩的「數學美學」敘事： 

 

e又是甚麼呢？就像 一樣，e也是一個無限非循環小數。歐拉將 e的值計算到小數

點後的第 23位：2.718281828459045235326028… 

該數可由下列無窮級數產生： 

...
)4321(

1

)321(

1

)21(

1

1

1
1 








e  

表面上看來，e這個數並不怎麼「自然」，其所以有這種叫法，是因為它在諸如

生長和衰亡這些基本過程的數學模型中經常出現……  

                                                 
3 參考洪宜亭，〈評論《數字愛人：數學奇才艾迪胥的故事》〉，台灣數學博物館。 
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如果數學的成功是用揭示貌似無關的概念之間的深層聯繫來衡量的話，那麼歐

拉應該拿頭獎。歐拉注意到 e的 i 次方加上 1等於 0，這樣他大筆一揮就將 、e、i

（虛數，-1的平方根）和最基本的數字 0和 1聯繫在一起，這恐怕是數學中最精煉

和最著名的公式了。請注意歐拉公式 01ie 在表現形式上是多麼的美，多麼地簡

潔，它不僅充滿了數學的美感，而且還富有神秘的魅力。（頁 191-193） 

 

7. 亞瑟・班傑明：《數學大觀念》 

 

本書（英文名為 The Magic of Math）第 10 章主題就是「 01ie ：i 和 e 的魔術」。

作者亞瑟・班傑明（Arthur Benjamin）一開始就指出：數學及科學期刊時不時會做意見

調查，請讀者選出他們心目中最美麗的公式。排名第一的，當然是 01ie 。於是，他

接著評論說： 

 

大家有時候〔將此式〕稱之為「上帝的等式」，因為出現在此是中的或許是數學中最

重要的五個數：0和 1是算術的基礎； 是幾何學中最重要的數；e是微積分中最重

要的數；而 i則可能是代數中最重要的數。更有甚者，這個等式還用上了基礎算術中

的加法、乘法以及指數。我們對 0、1和 的意義已經有了一些概念，而本章的目標

則是探索無理數 e以及虛數 i，好讓這個公式最後對我們而言就跟 1+1=2一樣簡單明

瞭（或是說至少跟𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟖𝟎° = −𝟏 一樣容易）。（頁 302） 

 

在本章最後一節中，作者將 𝒆𝒙 的冪級數展開式中的實數 x 以 𝒊𝜽 代入，而得到他所謂

的「歐拉定理」𝒆𝒊𝜽 = 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜽。（頁 326） 

 

另一方面，作者早在第 8 章就已經探討 ，該章主題正是「 的魔術」，至於在第

11 章，作者則利用微積分，說明 𝒆𝒙、𝒄𝒐𝒔 𝒙 以及𝒔𝒊𝒏 𝒙 的泰勒展開式之推導過程，於

是，第 10 章「i 和 e 的魔術」就有了邏輯嚴密的依托。不過，所有這些都意在「好讓這

個公式最後對我們而言就跟 1+1=2一樣簡單明瞭」。 

 

8. 永野裕之：《喚醒你與生俱來的數學力》 

 

在本書第 3 章中，永野裕之引領讀者「瞭解七個面向，激發內在數學潛能」。這七個

面向依序是：整理、順序概念、轉換、抽象化、具體化、逆向思考，以及對數學的美

感。針對這第七個面向，他認為「發現並感受『數學之美』，就能在必要時刻反射性的發

揮『數學式思考』的力量。」至於具體進路，則是在數學學習時，必須「講求合理性」、

「利用對稱性」，並且「追求一致性」，才能培養我們「對數學的美感」之能力。 

 

 在「追求一致性」這一小節中，永野裕之邀請讀者欣賞歐拉公式及算式。針對前

者，他指出：「這個數學式代表的涵義是：起源完全不同的指數函數（𝒆𝒊𝜽）和三角函數

（𝒄𝒐𝒔𝜽 和 𝒔𝒊𝒏𝜽），在複質數（按：當為複變數）的世界裡存在著密切的關係。」針對後

者，他則是指出：「我們可以藉此看出 e（自然對數的底數）、i（虛數單位）、𝝅（圓周
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率）、1（乘法的單位元）和 0（加法的單位元）這幾個非常重要的數之間的關聯，因此也

更加凸顯此公式的重要……。對於學習數學的人來說，此公式之所以顯得如此美麗，原

因不僅是因為它可以應用的範圍很廣，也因為它是一個結合了不同概念且形式非常簡單

的數學式。」 

 

 最後，永野裕之在總結本章時，先強調科學家與數學家所謂宇宙真理的美，就如同

歐拉公式的美一樣，「指的就是單純的一致性。」其次，他將這種美感經驗連結到「看穿

事物本質」的數學精神上，4提醒讀者： 

  

當你認為自己發現了「本質」，但想確認它是不是真正的本質時，請檢視該本質是否

可以用來統一說明大部分的情況。如果它只適用於特定情況，那肯定不是真正的本

質。……想要統一說明、甚至想讓說明愈簡單愈好的慾望，是非常數學式的一種思

維。而我認為人類的歷史已經為我們證明，這樣的思維正是帶領我們看穿事物本質

的最佳功臣。（頁 244） 

 

9. 大栗博司：《用數學的語言看世界》 

 

 在本書（共有九話）第八話（主題：真實存在的「幻想的數」）一開始，作者就指

出： 

 

 下面這個就是出現虛數的知名方程式之一： 

 01ie  

納皮爾數 e、圓周率 、無論乘上任何數都依然是數本身且被稱為「乘法單位」的

1、無論加上任何數都依然是數本身且被稱為「加法單位」的 0以及這一話的主角

「虛數單位」，全都聚集在一個方程式裡了。小川洋子的《博士熱愛的算式》中，化

解未亡人與看護者心中殘留的遺憾的，就是這項被寫在博士的筆記紙上的公式。這

一話（按即：本書第八話）的後半，會說明關於這個算式成立的理由及其所代表的

意義。（頁 208） 

 

然後，在本話結束時，作者進一步指出：歐拉所以發現這個公式，是萊布尼茲與約

翰・白努利（歐拉的老師）之間，5有關對數函數 𝒍𝒐𝒈𝒆(−𝟏) 的爭議所引起。不過，他們

兩人都錯了，正確的答案是歐拉利用等式 1ie ，而推得 𝒍𝒐𝒈𝒆(−𝟏) = 𝝅𝒊，如再考慮

週期性，則一般答案為 (2n+1)𝝅𝒊。最後，歐拉寫下：「這些困難已經完全解除，對數的理

論已經完全能夠防守全部的攻擊。」 

 

基於本話的論述，作者追溯數學概念的歷史源頭，說明貌似無關事物之間的連結之

意義，非常發人深省： 

                                                 
4 本書第 3 章第 4 小節主題，即是「以抽象化看穿事物的本質，從而將複雜現實簡化成單純模式」， 

  頁 148-171。 
5 在《毛起來說 e》中，Bernoulli 中譯為「伯努利」。 
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當數學愈來愈發達，就會發現，以前覺得毫不相關的事物之間，居然有意料之外的關

聯性。三角函數誕生於從古希臘時代就開始研究的平面幾何。而指數函數是由布拉赫

的天文學所觸發、納皮爾為了要簡化天文數字的計算開發的。從出生到成長、完全不

相關的兩個函數，卻在「幻想的數」也就是複數的世界裡深刻地相連在一起。（頁

234-235） 

 

還有，他還提及數學概念的自主性與近似柏拉圖主義的觀點：三角函數與指數函數，「與

其說是人類所創造出的物品，不如說是像歐拉那樣的探險家，發現了在數學的世界中早

已存在的事物。複數本來是人類幻想出來的數，但是在擺脫了人類所居住的現實世界獨

自發展出的數學世界中，複數卻是確實存在的數。」 

 

 在上述九則引文中，毛爾（第 1 小節）、大衛・艾契森（第 3 小節）、齊斯・德福林

（第 4 小節）、亞瑟・班傑明（第 7 小節）、永野裕之（第 8 小節）以及大栗・博司（第 9

小節）都強調了歐拉算式 01ie 的「內部連結」、它與歐拉公式 𝒆𝒊𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏𝒙 

的「外部連結」，乃至於後者如何有助於建立指數函數與正餘弦函數之連結，正如歐拉所

見證：「怎樣能把虛指數量化為實弧的正弦和餘弦。」（參見本文第五節） 

 

另一方面，傑瑞・金（第 2 小節）與威廉・鄧漢（第 5 小節）則只提及歐拉算式的

數目（的內部）連結（比如「聯手謝幕」之比喻），而未連結到歐拉公式，使得敘事難以

充分發揮。不過，這與作者所選擇的主題與材料有關，他們無法面面俱到，或許也顧及

設想讀者群的閱讀興趣。 

 

 至於保羅・霍夫曼（第 6 小節）雖然未提及歐拉公式，但是，他在上引文字所在的

章節中，不斷強調數學家的洞察力與數學概念的深層連結，這些情節的適當烘托，使得

他在分享歐拉算式（或他所稱的公式）的美感經驗時，顯得頗為順理成章。無怪乎小川

洋子閱讀此書（《數字愛人》）時，備受感動與啟發。請參見本文第四節第 1 小節。 

(未完待續) 

 

  



HPM通訊第二十三卷第四期第九版 

對數教學的 4.5節課─108課綱高一對數教學的反思與建議 

台南一中 

林倉億 

一、 玩笑話─智商取 log 

    這幾年只要進入對數單元的教學，筆者都會開玩笑地說：「遇到 log，學生的智商就

取 log！」這雖然只是一句過度誇張的玩笑話，但常常會引起同仁共鳴的會心一笑，反映

出對數是學生不易學習的單元。筆者也不斷地思考、調整教學方式，希望能幫助學生學

好對數，只是效果都不如預期，所以這句玩笑話也就一直掛在嘴邊。直到今年上完高一

對數單元後，學生的反應開始讓筆者覺得有點不同了。 

 

二、 108課綱的新契機 

    在 108 課綱之前的課程規劃，課本在引入對數之後、學生還沒內化對數概念之前，

就要緊接著介紹對數律（含換底公式）對數函數、首尾數等概念，學生必須在短暫的時

間內（3~4 個星期）學會、熟悉上述這些內容，平心而論，對師生來說都是一大挑戰。 

 

  108 課綱，高一學生學習對數的內容大幅減少，教育部 107 年 12 月公布的《十二年

國民基本教育課程綱要國民中小學暨普通型高級中等學校數學領域課程手冊》（以下簡稱

《數學領域課程手冊》）： 

 

N-10-4 常用對數：log的意義，常用對數與科學記號連結，使用計算機的10x鍵和 

       log鍵。 

備註：透過操作而加強認識任意正數 a皆可以改寫成 log10 a。不談其他底的對數。 

 

其中「透過操作而加強認識任意正數 a皆可以改寫成 log10 a 」，增強了筆者以往的教學信

念，經去年的實驗調整後，今年的教學，刻意在這關鍵一步上加強，的確得到很不錯的

效果。 

 

    以往課本在引入對數時，採取的是方程式的觀點：「 log  x

aa b x b 」（ 0a ，

1a 且 0b ），這對學生來說，其實是好幾個符號與步驟。比方說，在

「 22 3 log 3  x x 」中，學生看 2x 、 x 、 2log 3都是符號，而要理解 2log 3則必須先把

它令為 x ，再轉換成 2 3x ，然而，很多學生就停在這裡，無法直接連結到 2log 3
2 3 。筆

者初任高中數學教師時，完全沒有意識到有許多學生無法從「 22 3 log 3  x x 」直接

連結到「 2log 3
2 3 」，還嘲笑坊間許多補習班講義竟然把 log

a b
a b 列成一個運算公式或性

質，直到筆者親眼見到許多學生是用記憶的方式來背誦 log
a b

a b ，完全沒有連結到對數
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的定義，才警覺到原來從「 22 3 log 3  x x 」到「 2log 3
2 3 」，對很多學生來說一點都

不容易！ 

 

    再舉一個應該不少高中數學老師都曾遇過的例子，有些學生會把 log 2 看成是

「 log 2 」中間的乘號「 」略去不寫，所以他（她）對算式「10 3 log10 log 3  x x 」

的理解不是兩邊「同取」log，而是兩邊「同乘以」log。追究下去，會發現根源在於學生

無法把 2log 3或 log 2 看成一個數，或者更明白地說， 2log 3或 log 2 對這些學生來說，好比

是多項式或方程式中的 x ，是文字符號，而不是一個數、不是一個常數。 

 

    雖然筆者在 108 課綱之前的對數教學，一直強化定義 2log 3
2 3 與 2log 3是一個數，不

斷跟學生強調「對數其實就是指數」，但一直覺得效果十分有限，原因或許是如同前面所

提的，學生不易在短暫時間內消化這麼多的對數內容。筆者經過去年教 108 課綱高一教

材的實驗與調整後，今年採用的教學策略就是把學生在國中學習 2 的經驗，連結到 log 2

的學習。 

 

三、 第 1 節課： log 2是有理數還是無理數？ 

    108 課綱十分強調電子計算機的引入，筆者今年所採用的南一版課本在引入 log 2

時，除了利用計算機讓學生直接按出 log 2 的近似值外，也包含利用計算機做十分逼近法

來逼近 log 2 的近似值。這樣的方式，筆者很認同，課堂上也會請學生拿出手機，利用手

機內建的計算機功能求得 0.301 0.30210 1.9999 2 10 10 2.0045  a ，然後說 2 比較接近

0.30110 ，所以 a比較接近 0.301，故用 0.301 作為 a 也就是 log 2 的近似值。雖然課本指出可

以重複使用計算機與十分逼近法來找到越來越接近 log 2 的近似值，但很可惜的，就只有

這樣！ 

 

    都已經花時間帶領學生利用計算機求出 log 2 的近似值 0.301，筆者可不願就此「善罷

甘休」，要學生再繼續重複步驟逼近 log 2 的近似值，直到學生有點厭煩了（其實只多逼近

一位就有學生對這重複動作感到厭煩），筆者就丟出最喜歡問學生的問題：「你們現在可

以問什麼問題？」學生陷入一片沉默，沒有人提出問題，然後筆者就要學生再逼近 log 2

的近似值到下一位數，馬上就有學生提出一些問題，想要終止這重複逼近的動作，只可

惜都不是筆者要的問題，所以，學生們只好無奈地繼續逼近 log 2 的近似值。 

 

    終於，有學生受不了了，開始問說：「要做到什麼時候？」，甚至有學生會說：「做不

完啦！」筆者除了稱讚他們問了好問題外，也提醒他們：「我們已經求出小數點後好多位

了，這時候我們應該問什麼問題？想想看我們在 1-1學到什麼東西是跟小數點後位數有關
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的？」一陣七嘴八舌之後，有學生開始講到這樣下去會得到有限小數、循環小數、無限

不循環小數之類的，然後甲學生斬釘截鐵地說：「無限不循環小數。」筆者問他為什麼？

他害羞地說補習班老師說 log 2 是無理數，所以會是無限不循環小數。學生知道無理數是

無限不循環小數就值得鼓勵，所以筆者口頭嘉獎甲學生之後繼續追問：「你怎麼確定補習

班老師說的是正確的？」甲學生就陷入沉思。筆者轉而問全班：「先不管這位同學說的正

確與否，憑你的直覺、感覺，你覺得繼續逼近下去，會不會在某一位數就停止了？還是

會不斷地做下去，得到無限多位小數？」 

 

    原本以為全班同學會受到甲同學回答的影響，認為這逼近過程可以無限做下去，沒

想到有近
1

3
同學表示這過程應該在小數點後某一位就會停止了。筆者問其中一位乙同學，

他表示「（近似值）會越來越接近，應該在某一位小數就可以得到真正的值了。」接著筆

者鼓勵乙同學及全班其他同學，試著證明自己的猜測是正確的。一陣沉默夾雜著窸窸窣

窣的討論聲之後，乙同學舉手說：「可以用反證法，假設它 ( log 2 )是無理數。」 

 

    「反證法」三個字引起了同學的騷動，雖然乙同學不知道接下來該如何證明下去，

但另一位丙同學舉手表示：「用反證法假設它 ( log 2 )是有理數
n

m
」，筆者把丙同學說的寫

在黑板上，丙同學繼續說：「10 2
n

m ，10 2n m ，……」後面筆者就聽不清楚丙同學說什

麼了，因為很多同學已經看出來接下來會得到矛盾的結果，全班嘰哩呱啦的討論聲、歡

呼聲與擊掌聲淹沒了丙同學的聲音，筆者只好默默轉身把剩下的過程寫在黑板上。該節

課時間也差不多要結束了，筆者簡單做個總結後，要學生回去想想「國中是怎麼學 2

的？ log 2與 2有什麼相同之處？」 

 

    另外，筆者在這節課還會埋個梗，問問學生在沒有電子計算機的情況下，要如何求

出 log 2 的近似值？至於答案，筆者在段考前的數學課才會告訴他們。 

 

四、 第 2節課：從 2 到 log 2 ─兩者有何相同之處？ 

    接下來的一節課，筆者就從「國中是怎麼學 2的？」、「 2是什麼？」這兩個問題

問學生。不少學生已經忘記自己是怎麼學會 2 的，但知道 2 的平方會是 2。為節省上課

時間，筆者幫學生整理，國中是從正方形面積出發，面積為 2 的正方形其邊長為 2 ，這

個數國中直接說它是無理數，高中 1-1 課程我們才證明它是無理數，用的就是反證法。筆
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者提醒學生，雖然忘記 2 是怎麼學來的，但都記得它是一個數，一個平方之後等於 2 的

無理數；同樣地， log 2 也是一個數，一個「丟」到 10 的指數後會得到 2 的無理數。兩者

都是無理數，不同的運算方式後，可以得到相同的 2。 

 

    強化 log 2 是一個數的概念後，筆者引導學生，國中學了根號之後，任何一個已知面

積的正方形，其邊長都可以用根號表示出來，那學了 log 之後呢？我們可以用 10 來「一

統江湖」，任何一個正數都可以用 10 的次方表示出來！接下來就是在黑板上多寫幾個正

數，要學生把這些正數表示成 10 的次方，例如 log22 10 、 log33 10 、 log100100 10 、
5

log
4

5
10

4
 、 log 1010 10 、 log10  ……等。這過程再簡單不過了，學生們很快就掌握住

了，筆者只是不斷地提醒 log 2 、 log3、 log100、
5

log
4
、 log 10 、 log ……都代表某一

個數，某一個無理數或有理數。至此，就完成了《數學領域課程手冊》中的「透過操作

而加強認識任意正數 a皆可以改寫成 log10 a。不談其他底的對數。」該節課剩下的時間，

就是教完課本上的例題。 

 

五、 第 3節課：對數運算規則的引入 

    在（多數）學生接受 log 2 是一個數後，筆者開始引入對數的運算規則：「 , 0a b ：

log log log ab a b、 log log log 
a

a b
b

、 log logba b a 」。對數律在 108 課綱是放在第

三冊，但敝校數學老師們評估我們的學生應該可以接受以 10 為底的對數運算規則（不含

換底公式），故敝校高一學生從 108 課綱第一年開始就學習上述 3 個對數運算規則。第一

年實施後，發現絕大多數學生都可以順利使用上述運算規則，所以，今年也就比照辦

理。由於上述 3 個對數運算規則是高一的課外補充（雖然列入段考範圍），筆者並未在課

堂上正式證明，只在黑板上寫出下列左方的式子，要求學生寫出右方的表示法： 

 
log 2 log3 log62 3 6 10 10 10      

log6 log 2 log36 2 3 10 10 10      

33 log2 log2 log2 log22 2 2 2 10 10 10 10        

 

學生們很容易就觀察到  log6 log 2 3 log 2 log3    、
6

log3 log log 6 log 2
2

   、

3log 2 3log 2 ，接著筆者就引出 , 0a b ： log log log ab a b、 log log log 
a

a b
b

、

log logba b a ，並要學生利用課後時間自行證明這 3 個對數運算規則。這節課剩餘的時

間，就是利用題目演示這 3 個對數運算規則，讓學生們熟悉、熟練它們。筆者深知有學

生無法在這麼短時間內接受這 3 個抽象的運算規則，所以，縱使有學生很快地算出答
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案，筆者還是慢慢地講解、演示，清楚地說明每一個步驟是用了哪一個對數運算規則。 

 

    附帶一提的，敝校這次的高一第一次段考試題中的證明題，就要學生證明

「 , 0r s ， log log log rs r s。」筆者看到題目時的第一個想法是：「慘了！沒正式證明

給學生看，也沒盯學生是否有回家自行證明，這下學生一定亂寫一通了！」沒想到筆者

的學生寫得還不錯，出乎筆者的意料，全班 37 位學生有 21 位學生成功證明它，而只有 7

位學生這題一分未得。而成功證明此運算規則的 21 位同學，絕大多數是依筆者在課堂上

引入此規則的方式，顯見這樣的教學方式的確為學生所接受。 

 

六、 第 4節課：從 2 到 log 2 ─兩者的運算有何不同之處？ 

    雖然學生在第 3 節課學習了對數的運算規則，但依筆者的經驗，很多學生仍然會覺

得這樣的運算規則很「怪」，雖然知道規則何以為對，但使用起來心裡總有一些芥蒂，甚

至不願意積極熟練對數的運算規則。因此，筆者在這一節課一開始就在黑板上寫下「 2  

vs. log 2 」，然後逐步完成下表： 

 

2  vs. log 2  

2 3  log 2 log3 log 6   

2 3  
2

log 2 log3 log
3

   

2 3 6   log 2 log3  

2
2 3

3
   log 2 log3  

3
32 2  

3log 2 3log 2  

 

透過這個表格，學生很容易感覺到對數的運算規則與根號的運算規則，似乎「很像」，只

不過是「相反的」味道（根號是加減不能合併、乘除可以合併，對數剛好反過來）。 

 

    當學生開始接受對數的運算規則「沒那麼怪」後，筆者就再問學生問題：「有誰可以

跟我說國中的時候是怎麼說明 2 3 6  ？不用證明，說明即可。」頓時，全班陷入一

片沉默，然後有人說：「指數律吧？
1 1 1 1

2 2 2 22 3 2 3 (2 3) 6 6       。」筆者笑著回

答：「如果國中就已經學完分數指數和它的指數律，那我在教它的時候怎麼都沒有人跟我

說國中已經教過了？」學生們開始竊竊私語，從台上看下去，一群學生邊討論邊露出

「黑人問號」的表情，完全想不出來以前是怎麼理解 2 3 6  ，但確定國中的時候一

定有學過一套說明（或證明）來解釋為什麼 2 3 6  。筆者重點不在於為什麼
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2 3 6  ，因此要學生們回家找找國中的教材，或者回國中母校探望數學老師順道問

問為什麼。筆者跟學生強調： 

 

雖然都學過根號運算規則背後的道理，但使用的時候，根本不會去想為什麼，就那

麼自然而然地用出來了，一點也不覺得奇怪；初學的時候應該會覺得怪，但現在不

會有人覺得根號的運算規則是奇怪的。同樣地，初學對數運算規則時也是這樣，或

許會覺得怪，但多用、熟練後，就不覺得怪了。不過，對數運算規則何以為對的原

因，要會自己說明。 

 

筆者沒有研究證據證明學生在經過根號與對數運算規則的比較之後，對於對數運算規則

的接受程度是否有明顯地提升，但從後續的課堂反應觀察中，發現大多數的學生對於對

數運算規則的使用少了遲疑，多了「勇往直前」的膽識。 

 

    這節課筆者還引入了首、尾數與科學記號的連結（例如求 1002 的位數與最高位數

字），並建議學生將 log 2 、 log3、 log 7 的近似值記下來，並帶學生把 log 4 、 log5、

log 6、 log8、 log9的近似值算出來。這樣的教學方式雖然（或許）不符合現行課綱的精

神，但筆者認為學生如果多知道這幾個近似值，更能將對數當成一個數來看待，也可以

在不藉助計算機的情況下，粗略估計某些對數之值。筆者相信，能粗略估計是很重要

的，比方說 66 ，當然是一個數，但知道 66 是 8.…，更有「數的感覺」。當然啦，

2020 還是要藉助計算機才能比較快知道是 44.…。 

 

    筆者在建議學生記下 log 2 、 log3、 log 7 的近似值時總會強調，不記也無妨，考試會

給，更何況的確有許多國家的學生是不用記的，然後跟學生分享筆者 2012 年的親身體

驗。2012 年筆者有幸前往韓國參加「HPM2012」研討會，並以高中教師的身分跟與會的

學者分享在高中數學課堂上引入數學史的教學經驗。在分享的過程中，筆者提到台灣的

高中數學教師會建議（或要求）學生記下 log 2 的近似值為 0.301，當場有許多的歐美學者

提出質疑，完全不明瞭用計算機就可以按出 log 2 的近似值到小數點後好多位，為什麼台

灣高中數學教師還要學生記下 0.301 這個值？老實說，以前的高中數學課堂上並不像 108

課綱這樣強調計算機的引入，筆者當時也沒想過這個問題（反正題目都這樣出、這樣

考，學生不但要知道近似值，還要會查對數表），當下不但無法回答歐美學者的疑問，甚

至覺得台灣高中數學教育好像是「落後的」、「少數的」。沒想到，筆者分享完後的休息時

間，印度學者主動來向筆者表示，印度的高中生也需要記 0.301 這個近似值，筆者當下的

感覺就是得到了 10 億人口的奧援；沒多久，中國大陸與會的高中老師也跟筆者說，他們

也要求學生記這個近似值。這下不得了了，10 億加上 12 億，幾乎全球一半的人口了，筆

者再也不覺得自己是「少數了」。講完這個例子，學生都會哈哈大笑，筆者就請學生自行

「選邊」，完全不強迫。（當日後來有些日、韓的學者和高中老師也向筆者表示，在他們

國家也會有老師建議學生記 0.301，但不是強迫性的。） 
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七、 段考前的半節課：以前的數學家怎麼算出 2的近似值？ 

    按計算機得到 log 2 的近似值的確是十分簡便，但不免有學生會好奇，以前的數學家

是怎麼求出 log 2 的近似值？筆者常問學生一個問題：「愛因斯坦有按過（電子）計算機

嗎？」反應直接一點的學生會脫口說：「有吧！」然後懷疑自己的答案；許多學生會露出

狐疑的表情，內心的小劇場就是「難道愛因斯坦沒按過（電子）計算機？」愛因斯坦生

前當然有一些計算器，但絕對沒有今日的電子計算機或電腦，因此，絕對不可能按計算

機得到 log 2 的近似值。雖然沒有今日的電子計算機，但早在 1624 年布里格斯 (Henry 

Briggs, 1561~1630)出版的《對數算術》(Arithmetica Logarithmica)中，就已用一種既獨特

又深具創意的方法求得準確到小數點後第 14 位的 log 2 近似值（參見筆者拙作〈怎麼算

log2？〉）。 

 

    除了布里格斯之外，歐拉 (Leonhard Euler, 1707~1783)在其著作《無限解析入門》

(Introductio in analysin infinitorum)中也提出一種求 log5近似值的方法（參見筆者拙作

〈怎麼算 log2？〉），這兩種方法筆者以前在任教的班級都介紹過，學生對歐拉方法的接

受度較高，因此，筆者就決定利用段考前的半節課介紹歐拉的方法，並要求有參與筆者

帶領的「數學週記」活動的學生，用歐拉的方法求出 log (10 ) n 的近似值，其中 n 為學生

的座號；學生完成後還要寫簡短的評論，連同求近似值的過程在段考完後繳交（參見附

錄）。段考完後收到學生繳交的數學週記，果真如筆者所預期，學生們不僅能掌握歐拉的

方法求出指定對數的近似值，還能評論此方法的優缺點，以下是 4 位學生的評論： 

 

我認為歐拉的這種方法優點在於這種方法有點類似於之前學過的十分逼近法，只是

這次逼近的是 log，非常的簡單易懂，對於剛認識 log的初學者來說是最容易理解

的，你也不用花太多的時間去適應這種新東西，而且此種方法只要你有耐心，一定

能求到非常準確的 log近似值，缺點就是此種方式以現代來看既費時又費力，而且算

久了會不知道自己在算甚麼。 

 

歐拉求近似值的方式，讓我聯想到國中時以十分逼近法求根號近似值的情景。但兩

者不同的是，十分逼近法必須一直平方，而歐拉求對數近似值時，卻是一直開根

號，兩者有著異曲同工之妙，不知道是誰參考了誰的想法? 

 

以前沒有計算機的年代，要用出這麼大的表格想必一定要花很久，讓我深感古人的

毅力和能力啊！也對於能想出這種寫法的歐拉深感佩服，擁有和白居易老嫗能解一

樣的精神，將繁複東西變得使人淺顯易懂真是不簡單呢!! 

 

評論:凡事都有優缺，俗話說:「美玉微瑕，未為至寶」。 

此方法也不例外，但是褒大於貶，我認為此方法就只有在計算方面麻煩了點—開根

號求近似值。……優點，這個方法非常適合拿來當作課堂上的額外補充，拿來當作

數學實作，讓同學們自由討論，並體驗以前沒有計算機的年代。知道這方法，就不

再像以前死板的把 log2≒0.3010記下來，而是知道了其中的原理，歐拉的方法只是
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其中的一種，另外還有布里格斯的方法，或是利用微積分。歐拉的方法相對好理

解。 

 

還有學生想到或許可以利用不久前學過的分點公式來提高歐拉方法的「效率」，也有不少

學生也提到了開根號取值時可能產生的誤差問題，筆者節錄 4 位學生的文字如下： 

 

正因為高一剛好學過分點公式，我就在想如果逼近法配合分點公式，會不會比較有

效率？但是如果分點公式運算在 log裡呢？由於分點公式是以線段比例來算出取值，

而 log的圖形並不是一直線，並且分點公式也無法套入根號運作。後來發現“內插

法”剛好可以用在 log上，而且也能配合開幾次方就可以剛好配合 log的運算原理直

接轉為分數運算，但是每兩個數的乘完後開方就會變成幾次方相乘後再開兩個數的

次方相加的根次，因為是非常繁複的運算，在過去幾乎很難完成，現在有電腦輔助

運算，可能只要 6次後就可以得到我們想要的 log值了。 

 

不過無論是布里格斯的方法還是歐拉的方法，都會有誤差的問題，誤差的大小差異

而已，布里格斯的方法的誤差值在於，無論如何都會存在一個非常接近 0的 log值，

而歐拉的方法的誤差在於，無論取多少位的小數，在開根號的時候本就會有一定的

誤差值(因為根號本就是無理數，未被取到的小數位即是誤差值)，且大部分的計算

機，我所見過取的最精確的也只到小數後第 32位，誤差值算是還蠻大的，這個時候

採用布里格斯的方法誤差值相對來說變小了許多。 

 

我個人認為歐拉的方法很好，他利用找近似值的方式，慢慢推導出 log2，但是這個

方法有幾個缺點，第一個缺點就是因為它是取近似值的關係，所以如果寫得太長的

話，誤差值會慢慢變大，而且我們又只有取到小數點後六位，所以誤差值就會非常

的明顯，進而導致最後算出的答案並不一定是確切的答案…。 

 

我認為其所存在的一些小毛病則是"誤差”，就算根號的值算到再怎麼精細，其中就

是存在著誤差的，因為我們已經知道在所有根號(平方根)的值中，除了完全平方數的

根號值以外，其他的都是無理數，也就是無限不循環小數，但我們在計算時總不可

能真的取無限多位吧，就連傳統計算機都有位數限制了，生活在當時的歐拉必定也

是如此，因此，那些被省略的小數點後好幾位的數，以及經過重複運算後，變成了

誤差的來源。 

 

雖然筆者鼓勵這些學生繼續深入探究如何改良歐拉的方法，或評估略去的小數點第 7 位

以後的數字對真正值的影響，並期待學生們將進一步的研究結果寫成小論文。很可惜

的，到目前為止學生們仍然沒有下文。 

 

八、 反思與建議 

    108 課綱之前的教材安排，在引入對數之後，接著是含換底公式的對數律，在許多學
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生尚未內化對數概念及熟悉運算規則之前、在許多學生還停留在把 log 2 看成一個文字符

號而不是將它視為一個數之前，課程就要將對數從數提升到函數，學習對數函數及其圖

形；不只如此，最後還有對數表及對數的應用。這樣的課程安排對學生而言，要學習的

全新概念太多，知識「密度」過高，造成許多學生的學習成效不佳，無怪乎筆者會說出

「遇到 log，學生的智商就取 log！」這樣的玩笑話。縱使筆者以往在教授對數時，會花

時間幫學生建立 log 2 是個數、是個無理數、是讓 log210 2 的無理數，礙於課程內容的緊

湊安排，總覺得學生的學習效果不如預期。 

 

  如今的 108 課綱強調「透過操作而加強認識任意正數 a皆可以改寫成 log10 a。不談其

他底的對數。」對筆者來說，有了充分的時間引導學生認識、探索並內化對數概念，幫

助學生克服新符號的學習與認知障礙。從去年第一次教授 108 課綱對數課程的試驗，到

今年調整後的實施結果與學生的學習反應、成效（主要是平時考與段考的紙筆測驗成績

與上課學生的回答），雖然仍有不少改進的空間（比方說來年再教到這一單元，筆者會略

去首數、尾數），但筆者對於這樣的課程安排（含對數運算規則）是滿意的。因此，也提

出幾點建議給老師們作為參考。 

 

    第一，108 課綱大量在課程中引入計算機，本意是好的，但對於對數概念的學習，只

能說「水能載舟，亦能覆舟」。去年筆者的同事依課本的編排，透過計算機讓學生學習對

數概念，但到了單元快要結束的時候，發現有位認真學習且數學學習狀況良好的學生，

認為 6 只是 log610 的近似值！筆者同事深覺事態嚴重，仔細了解之後才知道，學生總在計

算機上按出 log 6的近似值0.77815125，造成了學生誤以為 log 6只是個近似值，不是個定

值，因此 10 的某個近似值次方得到 6，6 當然也只是個近似值而已！學生這樣的錯誤認

知，就好像當學生不把0.9 看成一個定值而是看一個變動的數的時候，那他（她）就會認

為 1 只是0.9 的近似值。 

 

    利用計算機確實可以省去繁雜的計算過程，讓學生很快得到 log 2 （或 log 6）的近似

值，但計算機不能幫助學生建立 log 2 是個定值的概念。就工具論的立場，能知道、能用

計算機按出 log 2 的近似值是0.301029995，在實際應用上已經足夠了，但在數學概念的學

習上，是不完整的，甚至可能是「錯誤的」！比方說筆者「第 1 節課： log 2 是有理數還

是無理數？」中提到的乙學生，他依照課本的安排，努力用計算機做十分逼近法求 log 2

的近似值，這整個過程讓他相信只要做到小數點後某一位數就可以得到 log 2 真正的值，

而且他還打算利用反證法證明「 log 2 是有理數」！其實我們都知道，計算機上只有有限

小數，沒有無理數，因此，光依賴計算機，是無法讓學生真正完整學習到 log 2 。好在讓

學生知道 log 2 是無理數（不是有理數）並不難，只要在課堂上多花點時間引導，搭配學

生剛學過的反證法，學生就可以利用高中學習到的知識與方法，「發現」原來 log 2 是無理

數（不是有理數）。 
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    第二，108 課綱在高一課程並未引入對數律，也就是學生只學到了 log 2 、 log3，但

不知道它們兩個可以運算。計算機當然可以按出 log 2 log3 、 log 2 log3 、 log 2 log3 、

log 2 log3 ，但對學生而言，那是計算機算的，不是學生自己算的！另外，若不透過計算

機，學生根本無從知道 log 2 、 log3的近似值是多少！既無法自己作運算，又無從自己估

計近似值，那學生會如何看待 log 2 、 log3呢？ log 2 、 log3對學生來說，是像 2 、 3

的數呢？還是像 x 、 y 般的文字符號呢？ 

 

    第三，「素養」應該是目前中小學教育圈的主要「神主牌」，老師、學生要有「素

養」，教學、考試也要有「素養」，好像不跟「素養」沾上邊，就是「政治不正確」。筆者

不反對強調「素養」，但現行的「素養」，好像只剩下跟日常生活、實際情境、科學應用

的連結才叫「素養」，似乎很少聽到把數學內在的連結、數學思維的訓練標榜為「素

養」。比方說，筆者今年所用的南一版課本，例題中有「班佛定律」、「pH 值」，這是對數

的實際應用，學生能知道對數的實際應用的確是好的，但會有人否定學生將對數跟所學

過的數學知識連結、跟歷史方法連結是一種「素養」嗎？就筆者所知，教育部在推行

「素養」之前，曾委託中研院李國偉老師調查研究數學的「素養」，筆者曾經填過該研究

計畫關於「數學素養」的問卷。該研究計畫的成果，有興趣的讀者可以參看〈數學素養

向度建議文〉，看完之後就會發現，現在教學第一線最常接觸到的「素養」，似乎是「偏

了」，主角就好像只剩下「素養題」而已。 

 

    文章至此已是又臭又長，該結尾了！108 課綱高一對數課程的規劃，提供高中數學教

師更充足的時間引導學生建立對數的「數」的概念面向，若能再加上與無理數、有理數

的連結、以 10 為底的簡單對數運算規則，並讓學生利用歐拉的方法，親手「算出」某個

對數近似值，相信學生的對數「素養」，就不會只有課本、講義、試卷上的「素養題」而

已。擴大學生的「素養」，的確要額外花些時間，但就筆者今年的實際經驗看來，多花的

時間並不會很多，但效果與回饋，絕對是值得的！  
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附錄 

主題 5：log2 

1. 請閱讀林倉億老師〈怎麼算 log2？〉一文，可至下列網址閱讀該文：

https://mathcenter.ck.tp.edu.tw/Resources/Ctrl/ePaper/eArticleDetail.aspx?id=95b2a65

f-f130-4206-9381-158209410c71。 

2. 請用文中歐拉的方法，求出自己座號+10 的對數值，例如座號是 1 號，請求出 log11

之近似值，座號是 n 號，請求出 log(10+n)之近似值。請將你的過程，填入下表中。表

格中請填入 6 位小數（第 7 位四捨五入），逼近到不能再逼近為止！表格若不夠，請

自行增加。比說，若要求 log11的近似值，即使算到 log11.000001，仍要繼續逼近下

去！別懷疑，你辦得到的！ 

 

10A  log 1A   

100B  log 2B  C AB  

31.622777C  log 1.5C  D   

D  log D   E   

E  log E   F   

F  log F   G   

G  logG   H   

H  log H   I   

I  log I  J   

J  log J  K   

K  log K  L   

L  log L  M   

M  log M  N   

N  log N  O   

O  logO  P   

P  log P  Q   

Q  logQ  R   

R  log R  S   

S  log S  T   

T  logT  U   

U  logU  V   

V  logV  W   

W  logW  X   

https://mathcenter.ck.tp.edu.tw/Resources/Ctrl/ePaper/eArticleDetail.aspx?id=95b2a65f-f130-4206-9381-158209410c71
https://mathcenter.ck.tp.edu.tw/Resources/Ctrl/ePaper/eArticleDetail.aspx?id=95b2a65f-f130-4206-9381-158209410c71
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3. 完成後請用至少 300 字評論歐拉的方法，務必寫出你認為該方法的優點與缺點。 

4. 注意，說該方法「很麻煩」、「很花時間」是最膚淺的評論，請別用這種膚淺評論降低

自己週記的格調。在沒有計算機的年代，開根號的近似值對數學家來說，稱不上麻

煩！ 

5. 延伸資料（僅供參考）： 

   林倉億 (2010).〈數學史融入教學─以對數表為例〉，《HPM 通訊》13(12): 8-16。 

6. 請於 2020 年 10 月 20 日 23:59 前將心得寄至 tylin@gm.tnfsh.tn.edu.tw，並確保評論

字數在 300log10 字以上。 

 

 

 

 

1. 為節省影印成本，本通訊將減少紙版的的發行，請讀者盡量改訂 PDF電子檔。要訂閱請將您的大

名，地址，e-mail至  suhy1022@gmail.com  

2. 本通訊若需影印僅限教學用，若需轉載請洽原作者或本通訊發行人。 

3. 歡迎對數學教育、數學史、教育時事評論等主題有興趣的教師、家長及學生踴躍投稿。投稿請 e-mail

至 suhy1022@gmail.com 

4. 本通訊內容可至網站下載。網址：http://math.ntnu.edu.tw/～horng/letter/hpmletter.htm 

5.  以下是本通訊在各縣市學校的聯絡員，有事沒事請就聯絡 

《HPM通訊》聯絡員 

日本：陳昭蓉 (東京 Boston Consulting Group) 

基隆市：許文璋（銘傳國中） 

台北市：楊淑芬（松山高中）杜雲華、陳彥宏、游經祥、蘇慧珍（成功高中） 

蘇俊鴻（北一女中）陳啟文（中山女高）蘇惠玉（西松高中）蕭文俊（中崙高中） 

郭慶章（建國中學）李秀卿（景美女中）王錫熙（三民國中）謝佩珍、葉和文（百齡高中） 

彭良禎（師大附中）郭守德（大安高工）張瑄芳（永春高中）張美玲（景興國中） 

文宏元（金歐女中）林裕意（開平中學）林壽福、吳如皓 (興雅國中) 傅聖國（健康國小） 

李素幸（雙園國中）程麗娟（民生國中）林美杏（中正國中）朱賡忠（建成國中）吳宛柔（東湖

國中） 王裕仁（木柵高工）蘇之凡（內湖高工） 

新北市：顏志成（新莊高中） 陳鳳珠（中正國中）黃清揚（福和國中）董芳成（海山高中）孫梅茵 

（海山高工）周宗奎（清水中學）莊嘉玲（林口高中）王鼎勳、吳建任（樹林中學）陳玉芬 

（明德高中）羅春暉 (二重國小)  賴素貞（瑞芳高工）楊淑玲（義學國中）林建宏 （丹鳳國

中）莊耀仁（溪崑國中）、廖傑成（錦和高中） 

宜蘭縣：陳敏皓（蘭陽女中）吳秉鴻（國華國中）林肯輝（羅東國中）林宜靜（羅東高中）  

桃園市：許雪珍、葉吉海（陽明高中）王文珮（青溪國中） 陳威南（平鎮中學）  

洪宜亭、郭志輝（內壢高中） 鐘啟哲（武漢國中）徐梅芳（新坡國中） 程和欽 (大園國際高

中)、鍾秀瓏（龍岡國中）陳春廷（楊光國民中小學）王瑜君（桃園國中） 

新竹市：李俊坤（新竹高中）、洪正川（新竹高商） 

新竹縣：陳夢綺、陳瑩琪、陳淑婷（竹北高中） 

苗栗縣：廖淑芳 (照南國中) 

台中市：阮錫琦（西苑高中）、林芳羽（大里高中）、洪秀敏（豐原高中）、李傑霖、賴信志、陳姿研（台

中女中）、莊佳維（成功國中）、李建勳（萬和國中） 

彰化市：林典蔚（彰化高中） 

南投縣：洪誌陽（普台高中） 

嘉義市：謝三寶（嘉義高工）郭夢瑤（嘉義高中）  

台南市：林倉億（台南一中）黃哲男、洪士薰、廖婉雅（台南女中）劉天祥、邱靜如（台南二中）張靖宜

（後甲國中）李奕瑩（建興國中）、李建宗（北門高工）林旻志（歸仁國中）、劉雅茵（台南科學

園區實驗中學） 

高雄市：廖惠儀（大仁國中）歐士福（前金國中）林義強（高雄女中） 

屏東縣：陳冠良（枋寮高中）楊瓊茹（屏東高中）黃俊才（中正國中） 

澎湖縣：何嘉祥 林玉芬（馬公高中） 

金門：楊玉星（金城中學）張復凱（金門高中）  馬祖：王連發（馬祖高中） 

附註：本通訊長期徵求各位老師的教學心得。懇請各位老師惠賜高見！ 
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