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數學史融入教學─以克拉瑪公式為例 
林倉億 

國立台南一中  

一、前言 

在現行的 99 課程綱要中，克拉瑪公式被分成兩個部分編入不同的章節。第三冊第

三章最後一節先引入二階行列式及二階克拉瑪公式，到了第四冊第一章最後一節再介紹

三階行列式與三階克拉瑪公式，而這一節還是 A 版所沒有的。如此編排的好壞，見仁見

智！然而，在以往二階、三階克拉瑪公式一起介紹的「年代」，學生在課堂上學到的是

克拉瑪公式從二階推廣到三階，用相同的方式，還可以推廣到 n 階。雖然實際解二元或

三元一次聯立方程組時，克拉瑪公式不見得比加減消去法好用，三階行列式更常常計算

錯誤，但只要老師在旁敲邊鼓，說明它可結合資訊科技，寫成程式讓電腦幫人類解聯立

方程組，多半的學生大概都能感受到克拉瑪公式一般性的威力與形式簡潔之美。 

 

今年的高二是 99 課綱的第一屆，筆者在教克拉瑪公式之前，就一直擔心學生感受

不到它的價值。果不其然，介紹完克拉瑪公式並做完幾個例題之後，筆者任教的兩個班

級中，都有幾位學生在下課後問到類似的問題：「學克拉瑪公式幹嘛？國中的方法好用

多了！」雖然筆者在課堂上有提到三階克拉瑪公式並強調可推廣到 n 元一次聯立方程

組，然後交由電腦去算，但畢竟只是點到為止，自己講起來都十分心虛。由學生的提問，

筆者很清楚地意識到，即便在課堂上說得口沫橫飛，學生對克拉瑪公式仍是無感的。因

此，才想藉由數學史的引入，試著讓學生感受到克拉瑪公式的優點。附錄是筆者上課用

的投影片，大約需 1.5~2 節時間實施此份教材。另外，電腦檔案會附在《HPM 通訊》的

網站上和大家分享。 

二、投影片內容說明 

前兩張投影片是介紹克拉瑪 (Gabriel Cramer)的生平。克拉瑪 1704 年出生於日內
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瓦，1752 年到法國養病時逝世。克拉瑪的父親是日內瓦的醫學教授，他另外兩個兄弟也

都表現不俗，一個與父親一樣是醫學教授，另一個則成為法學教授。克拉瑪在 18 歲時

就以一篇聲學的論文獲得博士學位。兩年後，他與兩位競爭者爭取日內瓦克萊文學院 

(Académie de Clavin)的哲學教職。由於三位都十分傑出，所以克萊文學院就將教職分成

哲學與數學兩個，由克拉瑪與另一位年僅 21 歲的競爭者卡蘭德利尼 (Giovanni Ludovico 

Calandrini)1共享數學教職，克拉瑪教授幾何學與力學，卡蘭德利尼教授代數學與天文

學。這份教職最特別之處是，克萊文學院要求這兩位年輕人都必須花兩到三年的時間到

外地去拜訪其他學者。克拉瑪獲得教職的三年後，到歐洲各地旅行兩年，認識了許多數

學家，如約翰‧伯努利 (Johann Bernoulli)、歐拉 (Euler)、哈雷 (Halley)、棣美弗 (de 

Moivre)、史特林 (Stirling)等人，克拉瑪得到這些數學家的友誼與認同，這對他往後的

職業生涯有很大的幫助與影響。比如說，約翰‧伯努利生前堅持只有克拉瑪才能夠編輯

並出版他的《全集》(Complete Works)，這四冊於 1742 年出版。不止如此，約翰‧伯努

利還託克拉瑪編輯他已逝的哥哥雅克布‧伯努利 (Jacob Bernoulli)的《全集》(Works)

共兩冊，並於 1744 年出版。伯努利兄弟是當時歐洲頂尖的數學家，能受到約翰‧伯努

利的信任，代表克拉瑪在數學能力與地位上，都不同於一般的數學家。由此也就不難得

知，何以克拉瑪能成為英國皇家學會、柏林科學院、法國、義大利等多個學會的成員了。 

 

克拉瑪在 1750 年出版的《代數曲線的分析導論》一書，主要在探討曲線，特別是

求通過平面上若干點的曲線，例如求過平面上五個已知點的二次曲線。在這本書的附錄

一中，出現了今日所謂的「克拉瑪公式」，而這就是第 3~9 張投影片的主題。以三元一

次聯立方程組為例作說明： 

     

1 1 1 1

1 3 1 3 1 3
2 2 2 2

1 3

3 3 3 3

~ , ~ , ~

~ , ,

A Z z Y y X x
A A Z Z Y Y

A Z z Y y X x
X X z y x

A Z z Y y X x

      


     
      

是常數項
 

分別是未知數 的係數

,

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X
z

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

    


    
 

 
克拉瑪給了一套法則，告訴讀者如何求出未知數之值： 

 
(1) 分母中的每一項都形如 a b cZ Y X ，其中 、b 、 就是數字 1、2、3 所有的排列情 

形：123、132、213、231、312、321，所以分母總共會有3 2 項。 

a c

1 6  
(2) 數一數每一項中 、b 、c 「錯置」的次數，若次數是偶數，則該項前的運算符

號是「 」，反之則為「 」。所謂「錯置」就是未符合

a
  a b c  的條件。例如 3 1 2Z Y X

中出現了兩次錯置：3 在 1 前面與 3 在 2 前面，所以 3 1 2Z Y X 這一項是要被加起來

的。又如 3 2 1Z Y X 中有三個錯置：3 在 1 前面、3 在 2 前面與 2 在 1 前面，故 3 2 1Z Y X

這一項是要減去的。完成此步驟之後，也就得到分母了。 

                                                 
1 誰是卡蘭德利尼？上網搜尋後發現在史都華 (Ian Stewart)《生物世界的數學遊戲》的第六章「費布納西

的花朵，碎形的莖枝」中有提到這號人物：「針對植物的幾何與數目模式所做的研究稱為「葉序」

（phyllotaxis），這類研究的歷史和文獻可列出一大串。在十八世紀中葉，就有兩位科學家研究過冷杉毬果

裡的螺線，這兩位數學家分別是龐內（Charles Bonnet, 1720-1793）及卡蘭德利尼（G. L. Calandrini）。」（引

自http://www.bookzone.com.tw/Publish/book.asp?bookno=cs061） 

http://www.bookzone.com.tw/Publish/book.asp?bookno=cs061
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(3) 將分母中的 1Z 、 2Z 、 3Z 依序改為 1A 、 2A 、 3A ，就得到了分子，分子除以分母

就是 值。 z
(4) 若將分母中的 、 、 依序改為 、 、 ，就會得到1Y 2Y 3Y 1A 2A 3A y 值的分子，而分

母與 值的分母相同。以此類推，可得到其他未知數之值。 z
 

這一套法則所寫出來的公式，雖然和今日用行列式展開的式子相同，但克拉瑪當時並沒

有行列式，他僅僅是利用排列的概念，然後再去算每一項的錯置數就寫出來了。換句話

說，今日的學生雖然還沒有學到三階行列式，但他們仍可以利用克拉瑪的方法寫出三階

公式，甚至是更高階的公式，因此，筆者才會安排接下來的第 10、11 張投影片。 

 

經過了三階與四階的「折磨」後，學生都感受到克拉瑪這套方法雖然可以推廣到如

他自己所說的 n 個未知數，但寫起來可是十分驚人！所以，當筆者在秀出第 12 張投影

片時（一開始只有五元一次聯立方程式，沒有下方的問題），就有學生發出驚呼聲，這

聲音代表他們很清楚光是分母就要寫 5! = 120 項。不過，筆者並不是要一項一項寫出，

而是要學生利用已學過的排列組合直接求出諸如 Z1XaY2VbUc 中有多少項是「+」的問題。

第 12 張投影片中的問題，對學生還不致於造成太大的困難，不過，第 13 張投影片的問

題，就非常有挑戰性了。這一張投影片其實與克拉瑪公式沒有直接的關聯，算是從克拉

瑪的方法延伸出來的數學問題，然而，這延伸倒是連結到了 20 世紀的組合學，筆者再

另外撰文說明。第 13 張投影片結束後，有 2 位同學對這些問題非常感興趣，已埋頭苦

幹去了，對於接下來的內容，再也沒聽進去了！ 

 

第 14~19 張投影片則是介紹麥克勞林 (Colin Maclaurin, 1698~1746)的《代數學》

(Treatise of Algebra)。麥克勞林生於蘇格蘭，也死於蘇格蘭。21 歲就當選英國皇家學會

的會員，這比克拉瑪早了 30 年。27 歲的時候獲得牛頓 (Newton)的推薦擔任愛丁堡大學

數學教授一職，麥克勞林可說是將他的一生都奉獻給了故鄉蘇格蘭。若說克拉瑪身後有

約翰‧伯努利的支持，那麥克勞林也有牛頓這有力人士的幫忙，這倒也是個有趣的對比。

筆者之所以會介紹麥克勞林，是因為在他死後兩年(1748 年)才出版的《代數學》一書中，

也有今日所謂的「克拉瑪公式」，而且，對我們來說，親切易懂！筆者在課堂上秀出麥

克勞林書中的內容時（第 16、17 張投影片），學生從熟悉的數學式中知道這就是他們所

學的克拉瑪公式，只差在沒有用行列式表示而已。至此，一個有趣的歷史優先權問題產

生了，既然麥克勞林早在 1729 年就已寫出公式了（第 19 張投影片），而且其《代數學》

一書也比克拉瑪的《代數曲線的分析導論》早出版兩年，那為何不叫做「麥克勞林公式」，

而要稱為「克拉瑪公式」呢？筆者在最後一張投影片就要學生去比較兩人的方法。 

 

最後一張投影片（第 20 張投影片）先問學生喜歡那一人的公式。統計結果，兩個

班共 85 位學生中，喜歡克拉瑪的只有 2 位，喜歡麥克勞林的有 30 位，都不喜歡的則有

33 位，有 20 位學生未表示意見。理由則是克拉瑪的方法太麻煩了，麥克勞林的容易多

了。這結果一點都不讓人意外，因為麥克勞林的方法就是來自學生們熟悉的加減消去

法。至於第二個問題：「該稱為『克拉瑪公式』還是『麥克勞林公式』？」也是支持麥

克勞林的聲音比較大。不過，令筆者欣喜的是，有學生注意到麥克勞林只有寫出三個未
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知數的公式（雖然他有告訴讀者仿照他的方法，可以寫出四個未知數的公式），而克拉

瑪的方法卻可以寫出任意多個未知數的公式，因此他選擇支持克拉瑪。此意見一出之

後，支持麥克勞林的氣勢就為之大挫了。筆者在此加碼演出，要學生想想「巴斯卡三角

形」與「楊輝三角形」，就時間點來說，楊輝早於巴斯卡，然而巴斯卡優於楊輝之處在

於藉組合符號之助，巴斯卡可以直接寫出任一列，而不需要從頭開始一列一列的算。「克

拉瑪 VS 麥克勞林」與「巴斯卡 VS 楊輝」，還頗有異曲同工之妙！ 

 

投影片中的最後一個問題：「現今用行列式的表示法，有什麼優點？」可以這麼說，

整份教的最終目的，就是要讓學生感受到用行列式表示克拉瑪公式的優點：簡潔、便於

推廣、以簡御繁……等都是可以預期的答案，然而，筆者更希望有學生能發現行列式的

運算性質可以幫助簡化計算，讓手算求解變得比較容易可行。在第一個班級實施時，並

沒有學生發現這一點，讓筆者有些失望，好在第二個班級有學生提出這個觀點，彌補筆

者心中的遺憾。 

三、課後省思 

這份教材在第二個班級實施時，筆者找了實習教師張竣堯老師進到教室現場觀察，

課後並與他共同討論整份教材及上課流程，感謝他給予筆者非常寶貴的建議，也提醒筆

者在過程中沒有注意到的細節。以下是我們共同討論後的整理，以及筆者個人的心得與

省思。 

 

(1) 整份教材可以帶給學生不同的視野，讓學生知道數學不是只有課本、講義上的知識

或題目，數學的發展過程並不如想像的那般平順，其中經歷許多人的心血結晶，才

有今日的模樣。 

(2) 透過比較「克拉瑪的公式」、「麥克勞林的公式」與課本上的「克拉瑪公式」，學生比

較能夠感受到符號的威力，以及數學以簡御繁的精神。另外，藉由優缺點的討論，

學生不再是被動地接受數學知識，而能在整個討論過程中，慢慢培養「數學品味」。 

(3) 依循克拉瑪的符號來介紹其方法，雖然忠於原味，但對學生來說可能是一個負擔，

改成學生習慣的符號來說明，更能幫助學生掌握克拉瑪的方法。 

(4) 在第 11 張投影片時，筆者僅讓學生們略作思考後就將 24 項全部呈現出來。此處若

能多留點時間讓學生親自寫出四階克拉瑪公式的分母，那學習效果應該會更好。不

過，也必須考慮如何才能讓學生真的動手寫，畢竟 24 項是有點多。分組競賽或許是

可行的方式，最快寫出且正確的一組，可以獲得獎勵。 

(5) 第 13 張投影片可停留更多的時間，讓學生能更充分的思考，並鼓勵他們發表自己的

想法。 

(6) 麥克勞林的方法學生接受度較高，若能先介紹他的方法，再引入克拉瑪的方法，應

該會有更好的效果。 

(7) 這次實施的班級都是自然組的學生，我們觀察到他們對於歷史的「胃口」似乎不是

很好，因此，在歷史的部分著墨太多，學生們反而會覺得無趣，多一點數學挑戰比

較能激起他們的學習。這一點也有可能是筆者個人教學技術不佳所致。 

(8) 教材的實施時機不是非常合宜。這一點是筆者個人覺得此次教學中的最大遺憾與敗
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筆。筆者在整個課程內容都教完後，才實施此份教材，當時距離學生的第三次段考

只剩下 6 天的時間，有好幾位學生已無心於這個與考試無關的教學，不是顧著做題

目準備即將到來的段考，就是顯得意興闌珊，不想投入學習。經與張老師討論後，

我們覺得這份教材修改後，可以在二階行列式之後、克拉瑪公式之前實施，透過這

份教材連接課本中的克拉瑪公式，應該能有水到渠成的效果。 

 

以上就是此次教學後的心得與檢討。平心而論，雖然沒有達到筆者預期的成效，但仍有

不少收穫。往後若再教到這個單元，筆者還是會再試試看，一回生、二回熟，相信下一

次一定能有更好的效果。 

 

註：投影片中克拉瑪與麥克勞林的肖像，取自「The MacTutor History of Mathematics 

archive」網站，兩人著作的圖片，則取自 Google 電子書。至於麥克勞林手稿的圖片，

則取自楊浩菊的博士論文《行列式理論歷史研究》（中國西北大學）。特此聲明。 
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 以下為 HPM 團對伙伴間，針對對此主題討論的 e-mail： 
2011/12/28 

倉億及各位伙伴！ 

有關行列式與線性變之連結，也很值得後續討論。因為有了矩陣理論，所以，行列式可

以有個鉤子可掛，而不會淪落成為一個孤立的方法。因此，線性代數的歷史風貌非常值

得瀏覽一下。 萬生 

 

2011/12/31 

老師及各位伙伴： 

關於行列式的討論，倉億開了頭。接下來，順著脈絡將行列式與矩陣關連起來，趁機跨

進線性代數的洪流掏洗一番。 

聽來是個不錯的主意！不知有誰可以接棒下去？倉億，不妨將這個部份處理下去，你看

如何？俊鴻 

 

2012/1/3 

倉億： 

我覺得學生在克拉瑪公式的學習中，最大的疑問是：為何要學克拉瑪公式 ？它會比加

減消去法或代入消去法來得好？我覺得具有「機械性」的規律是它最大的特色，進而便

於一般化的表示與推廣。或許找個例子能讓學生對比一下。俊鴻 

 

2012/1/3 

學長： 

問題就出在 99 課綱將三階行列式放在第四冊，所以，我覺得在二元一次的限制之下，再

怎麼做都無法讓學生感受到「機械性」規律的好處，所以，我在此是利用學生們還沒學

過三階行列式的時候，讓他們「累一次」，待第四冊的時候，應該就可以感受到用行列

式來表示克拉瑪公式的優點了。以上是我的預期啦，實際如何，還得等下學期才知道。

不過，學長倒是提醒我一點，增加一個實例讓學生知道克拉瑪公式要怎麼用，謝謝！ 

倉億 

 

2012/1/4 

學長們: 

學弟現醜一下我在教學(主要是程度比較好的學生，或是將來要以理工科為目標的學生)

過程中，會跟學生亂哈拉的‥ 

 

我覺得這個公式不單只用在實用解題本身(畢竟對學生而言，真的需要用到的場合並不

多‥低次也相對不實用‥很少真的用克拉馬去解) 

我會強調它的一般性，與可以推廣性，可以程式化地交由電腦處理等意義，以及數學簡

單之美(以簡御繁之力量)‥‥ 

我會先提，國中時期，學過一元一次方程式，一元二次方程式與二元一次方程組 
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一元一次方程式，有沒有公式解? 有！一元二次呢？也有！那你們學過的二元一次方程

組呢? 

然後，帶他們找到二元一次方程式的克拉瑪公式解‥‥ 

**數學的力量在於以簡御繁** 

二元一次方程組的解，可以表徵用行列式表徵成簡單的樣子。那接下來，數學家會怎麼

想呢?三元一次方程組呢? 

(以下看情況，可能只是介紹性地提一下，不一定真的去提三階行列式的展開，看學生程

度與能力‥畢竟三階展開還算好記‥) 

數學家費了九牛二虎再加兩隻象之力，終於發現三元一次方程組的解，剛好又可以用行

列式來表徵成簡單的樣子 

有些學生會問(或反問)，二次的公式解好像沒有比較簡單，好像還比較麻煩‥ 

這時，拿出一個 4 次或 5 次的方程組‥‥ 

解它需要花一點力氣‥ ‥(不一定要讓他們解，主要嚇嚇他們‥) 

這時，我可以馬上就又寫出 4 次或 5 次的公式解 (和二次的長得一模一樣‥然後，嘿

嘿‥‥)  

也就是克拉瑪公式的重要性與優點，也在於可以一般化與可推廣性‥‥ 

不止二元一次，三元一次，四次以上亦然‥‥ 

處理任意 n 元一次方程組等等，這個公式都可以繼續推廣上去，還是保持"一模一樣"的

格式‥ 

這也方便相關理論的建立 

當二元一次方程組，克拉馬公式看似化簡為繁，但等到數學家處理高次的問題時‥就顯

現出他的好處了‥‥ 

有時間的話，我會順便跟學生分享一下，大一上被 n 維向量荼毒的歷程:世上有種怪物叫

數學家，他們通常不喜歡只處理二維三維的問題，還喜歡推廣，跑到 n 維世界去搗蛋‥‥ 

另外，對比一下二次與三次多項方程式的公式解(一直到五次以上多項方程式沒有公式

(根式)解‥)， 就發現克拉馬這個公式的利害 

然後，提一下三次到五次方程式公式解的故事，順便說說，我那可憐的悲情"伽羅瓦"的

故事‥‥(我是這個家族的= =) 

也就是說，只要一個"克拉瑪公式"加上行列式的展開法‥就可以把原本很複雜的解方程

組問題通通變成機械化的公式算則‥‥ 

**看似不起眼的小公式，竟然可以處理這麼多問題‥** 

順便提一下，複習一下，數學家的特色:喜歡長話短說 : **解 n 次方程組的千言萬語全寫

在一個公式中**  

但是，要會使用這個公式，其中的行列式的部份與怎麼展開行列式就反而變成重要的問

題了‥‥ 

所以，引入要為什麼還要學行列式性質 

最後，會提一下，數學家發明公式之後，聰明的現代人更可以進一步利用相關公式原理

寫"程式"，命令電腦解之‥‥ 

然後，回顧一下剛學過的高斯消去法(有系統地加減消去)也有類似的優點與功能，也可

以程式化‥‥ 
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兩個看似比加減消去法都麻煩的方法，都可以一般化與推廣 

在處理複雜問題時，反而更有序，也符合呆呆電腦的機械性思維 

都可以程序化，程式化 

也會跟學生說，電腦笨笨的，他不會像人類聰明地觀察係數，有效地做加減消去法，但

是給他一個程式，再複雜的情況都可以一步一腳印地處理‥ ‥ 

**人類發明公式與程式，複雜計算交給電腦** 

不選，將來有一天要奴役電腦之前，請先學會原理與理論‥‥‥ 

這也就是為什麼數學家比電腦聰明的地方囉!!!! 

以上，是之前教學中引發學生學克拉馬公式，以及行列式性質動機的方法‥ 

亂七八糟說了一堆，還請學長姐們海涵與指正。俊瑋 

 

2012/1/4 

Hi~ 

在以前的課程架構下，有高斯消去法、聯立方程組求解，所以，很容易引進些有的沒有

的。但是現在的課程，第三冊最後一節是「面積與二階行列式」，只談「面積公式與二

階行列式的定義與性質、兩向量平行的判定」與「兩直線幾何關係的代數判定、二階克

拉瑪公式」(以上摘自課綱)。簡單地講，克拉瑪公式在此非常地單薄，若想要豐富其內

容，勢必要談到三階以上的克拉瑪公式。那在現行的課程架構下，該如何是好呢？我們

都是對數學史極有興趣的夥伴，可以集思廣益：如果要在「面積與二階行列式」這一節

融入數學史的話，除了講講歷史外，還有沒有其他的方式？腦力激盪一下，或許會有很

好的想法。倉億 

PS1. 靜如問過我為什麼不停在三階克拉瑪公式就好，還要進入四階，甚至是五階。理由

有二：一是讓學生真的看到，的確是可以推廣到高階去的，而且是用他們手邊現有的工

具就可以辦到(照著一定的規律寫出，而不需要真的解方程式)，當然，會很辛苦，所以，

以後學了高階行列式後，套句俊瑋的話：「數學的力量在於以簡御繁」。回顧歷史，在沒

有行列式之前，這公式是「以繁御繁」，想法是簡單的，但寫法真的是繁。 

理由二是：各位有沒有試過在黑板上寫出一個四階行列式，然後問學生它的值是多少？

絕絕絕大多數的學生一定是仿照三階那樣的繞法將它乘開，所以只有 8 項。我記得自己

在大一線代課算四階行列式的時候，也是傻傻地用這個方法。在克拉瑪的方法中，分母

有 24 項，就是四階行列式展開的項數，我試著在這個地方 do something，像是打預防針

吧。 

PS2. 俊瑋文中有提到：「數學家費了九牛二虎再加兩隻象之力終於發現三元一次方程組

的解，剛好又可以用行列式來表徵成簡單的樣子。」我以前也會用類似的說法，相信這

也是許多老師的說法。可是看了這段歷史之後，才發現這樣子的說法似乎隱含時間倒置

的問題，也就是說，暗示先有三階行列式，然後才有克拉瑪公式。事實上，是對聯立方

程組的研究才導致出矩陣、行列式的出現，然後克拉瑪公式才會改觀(從克拉瑪到凱萊差

不多過了 100 年)，也因此克拉瑪公式才會有機會進入高中數學課程之中。如果只是教

書，時間先後的問題其實大可不必理會它，但我就是想在這邊試試看。教書還是以學生

的學習為重，如果效果不如預期，我會再想想如何調整，也有可能這一節(第三冊最後一

節)的確是不該讓數學史進來太多。 
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2012/1/4 

感謝學長拋問題與回答，讓我有進一步反思的機會 

課程編排或教學上，常以邏輯性與教學方便性為主，未必考量了歷史發展的順序或成

因‥我想我也是常犯這類的問題‥ 

如何適當地安插入歷史以利教學與學生概念的學習果然是一大課題‥ 

我前面的想法主要是，回應克拉瑪公式的部份‥(不過，以前沒特別去研讀相關歷史(汗||)  

所以主要單純就是以自己的想法與引發動機為目的 

畢竟，單從解方程式而言，而不考慮推廣與數學之美，對大多數學生而言，它是麻煩，

甚至是多而不實用的工具 

(光是順利流暢地解三元一次方程組對不少高中學生而言都不是件易事了‥‥以學測均

標常是 5~6 級分來看‥‥顯見數學對大多數中學生是"難"呀難‥‥)  

過去的課程克拉馬公式與高斯消去法放在同一節，確實還可以進一步讓學生討論反思比

較數學"方法"上優缺點 (實際手算以及加上電腦程式設計計算上的觀點‥以及理論的建

立) 

一般消去 vs 高斯 vs 克拉馬  

手算上高斯消去法與克拉馬公式雖看似是以繁御繁，但是從數學理論的建立與電腦程式

化(建立程序性算則與公式)的觀點，就大不同了‥ 

數學家發明了解理論，才有辦法設計好的程式，使用電腦來解決問題‥  

當然少部份特別喜歡解題 sop 標準流程或代公式的學生，自然看到公式就情有蜀獨鍾，

不管三七二十一想拿來用了(程序化反而對這部份學生是種簡單的事‥) 

另外，提一點對行列式的想法‥‥ 

近 10 多年來，高中已不教授 4 階行列式的展開(當然降階法可(自然地)推廣上去)，所以，

即使會跟部份提到 4 階以上克拉馬公式，主要還是和學生討論"數學的推廣與一般化"，

至於細節也無法太著墨‥ 

若從降階的角度來看，反而比較能展現 4 階展開為 24 項而非 8 項(降成 4 個 3 階行列式) 

然從一般繞圈圈的"速記展開法"則容易產生"迷失概念"(misconception)，學生的認知基模

誤以為 4 階以上可以以此類推‥但偏不是 

(關孝和，他自推的 5 階行列式公式即有誤(1680 年代。不過從他更早的算書的解題過程

中， 推測就用到類似行列式(2~3 階)的關係來列方程式，但沒有明寫‥這還需進一步考

查，然而井關知辰(1690)的降階法，推到 5 階以上則對的‥) 

降階法比較是 n 階行列式的自然推廣，而繞圈圈則上 2 階到 3 階的自然推廣(4 以上便不

那麼適用‥) 

所以，課程與教學方法的安排上，各有其優缺點‥ 

 

當然若高中只是教二階三階，繞圈圈法就夠且適合學生記與用‥但多數學生可能會終身

抱持 4 階以上仍可如此的迷失概念‥‥（此法則要引入排列組合，才有辦法講清楚，為

什麼是 24 項）萬一這些學生將來念到 4 階以上行列式有關的東西，就需要花點力氣打破

"這個迷失概念"了 

所以，以此來看降階法反而是正統‥2 階 3 階的速記法反而是巧合的特例‥該與學生強

調只是三階的展開式剛好可以這樣記!?? 
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(不知學長們教學上 是如何安排) 

單就現在的課綱(目前我還沒實際教過 99 綱第三冊的學生，所以並不是很透徹‥) 

單就課網與課本來看，第三冊的行列式特別與面積與掛勾(提供坐標平面上求解面積的另

一好用公式)，還有判斷直線關係‥  

似乎一開始是為了用一個新符號來表徵一個比較複雜的關係式 ac-bd 

接著，便先起個頭介紹行列式這個概念和一些基本性質 

由於二階的相關性質比較顯然，又有面積表徵可參照這些性質的幾何意義，有利學生學

習這些性質 

在二年級時，先讓學生從二階行列式，初步認識"行列式"這個新概念與符號與相關性質 

之後三年級再推廣到三階(這部份比較屬螺旋式課表安排，一年一年循序漸近)就比較輕

鬆了‥ 

從幾何來促進學生學習行列式概念的理解是課本的徑路 

至於單就二階行列式而不再考慮其它問題，是不是在這部份歷史除了動機考量之外，對

於概念學習就更難有發揮的空間了 

以上，再請學長們有空時給與指教與!! 

感恩!感恩!  俊瑋 

 

2012/1/4 

各位伙伴： 

覺得俊瑋所言「二階的相關性質比較顯然，又有面積表徵可參照這些性質的幾何意義，

有利學生學習這些性質 」這個解讀深有同感。這也是我覺得 99 課綱 3-4 可以好好發揮

的部份，可惜的是，課本對於行列式的性質與(有向)面積的連結不重視。 俊鴻 

 

2012/1/5 

老師、大家好： 

南一版課本對面積與行列式的連結有比較多的著墨，可是必須都是在行列式值為正的情

況之下才成立。 

我教這地方的時候，並沒有提這一部分，一來龍騰版的課本沒有這一部分(所以搭配的《新

突破講義》也就沒有，作者是北一女的蘇 x 鴻)，我就真的給他忘記了，是後來看到科

內老師的教學觀摩有教這一段，才突然想起來。二來，該連結只能在行列式值為正的情

況，那行列式值為負的時候要怎麼樣？若要引入有向面積，我覺得會太複雜了，反而不

利學生學習，畢竟這裡的有向面積並不像用黎曼和求積分的有向面積那樣單純。所以，

最後我還是決定不跟學生補充這一部分。俊鴻學長若有好的教法，趕快提出來分享吧！ 

雖然我花了不少時間做克拉瑪公式的 PPT，但我內心真正的聲音是：「把二階克拉瑪公式

移到第四冊去吧！」不知道大家以為如何？另外，在我做的 PPT 中留了一個思考題(第

12 張投影片)，這一兩天經科內老師與實習老師的協助，有了初步的成果，我覺得還蠻

有趣的，先簡略地呈現(請見附加檔)，等這一段時間忙完後，再寫一篇較詳細的說明。

順便再請教大家，附加檔中的成果，是否有其他對應的數學問題或定理，有的話還請告

訴我，謝謝！ 倉億 
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HPM 高中教室 

單元五：函數概念的發展 

蘇惠玉 

台北市立西松高中 

 

配合課程單元：99 課綱數學 I，多項式函數 

一、前言 

函數是 99 課綱數學 I 教材的主題重點，99 課綱在附錄說明中提到： 

 

近年來，由於許多學科的數量化與數學化的需求，使得各國的高中數學教育特別重視

函數及其應用。…本次課綱修訂，也加強函數這個主題。 

 

函數的基本定義在國中已經學習過，然而學生的函數的瞭解，大部分停留在「代值」與「找

函數值」的表面意涵，更由於解方程式過度強調的影響，讓學生分不清何時應當使用函數，

何時應當是求方程式的解。因此本單元希望通過對數學史中函數的概念發展過程的瞭解，

讓學生瞭解與欣賞函數的基本概念，以及更加瞭解與函數在數學上的重要性。 

 

函數的概念（idea of function），如果我們以『後

見之明』來看的話，似乎很早就有，例如小石頭與

數數之間的一一對應關係。數學史家V. Katz就曾提

出一個問題：我們能否在托勒密 (Ptolemy, 約

100~178) 的中「弦表」看到現代函數概念的萌芽？
2托勒密的弦表為為角度與正弦值（圓心角所對的弦

長）的對應，這是否是一種函數？「函數」的觀念

只在於「表格」中的「對應」而已嗎？隨便一張兩

個數量間的表格都能說成有函數概念蘊含其中

嗎？Katz認為雖然托勒密除了制訂表格之外，還能

應用所謂的「線性內插法」來得到「獨立變數」的

任何值所對應的函數值，然而只能說托勒密具有現

在所稱的函數關係這個概念，然而並沒有討論過函

數的一般概念。 

 

然則函數的主要概念到底是什麼？我們在國小、國中時早就學過「比例」關係中的

一對一關係，但是，我們並不會將它們冠上「函數」的名稱，而要在什麼時候、什麼單

                                                 
2 托勒密的《數學大全 Mathematiki Syntaxis》對希臘人的宇宙模型給出了完整的數學結構，書中第一次定

義何謂正弦（圓心角所對的弦）與餘弦，並製作出弦表，給出角度與弦長的對應值，後來伊斯蘭數學家將

此書改成《大成 Almagest》。 
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元才稱得上在學習「函數」呢？ 

有鑑於此，本單元在論及函數的概念歷史發展時，從國小、國中、高中有關函數概

念教學的這個角度與需求出發，並不論及較為一般化的函數「定義」，只著重在與初等

教育較為相關的「解析式(analytical expression)」的函數「定義」，因此著重在數學家的

研究主題必須以「變量之間的關係」來處理者，例如曲線軌跡、極值、微積分等等，也

就是說，希望從「變量」這個角度，來考察函數概念的發展與其在學生學習方面的啟示

與幫助。 

 

二、變量與曲線軌跡 

在歷史上，藉著兩個變量之間的關係，通過圖形來呈現曲線的軌跡，在阿波羅尼斯

（Apollonius,約西元前 262～190）的《錐線論》已經出現。若以現在的符號來說明，可

以看出他是以任一點的縱坐標（變量）所成的正方形，與橫坐標（變量）及正焦弦（常

數）所成的矩形作比較，來決定什麼樣的「曲線」稱為拋物線、橢圓或雙曲線。例如阿

波羅尼斯在《錐線論》第一卷命題中寫道： 

  

設有一圓錐，頂點為 A，底為圓 BC。令其被過軸的平

面所截成的三角形為 ABC。又圓錐被另一與底交於直線

DE 的平面所截，DE 與直線 BC 垂直。設這樣在圓錐表

面形成的截痕為 DFE，其直徑為 FG，平行於軸三角形

的一邊 AC。又設過 F 點作直線 FH 垂直於直線 FG，並

且使它按比例：正方形 BC : 矩形 BA, AC:: FH : FA 作

出。 

  在截線上任取點K，過K作直線KL平行DE。 

  我認為正方形 KL＝矩形 HF, FL。 

 

也就是說，若以直角座標系的角度來看，任一點 K 的縱座標（y 座標）為 KL，橫座標

（x 座標）為 LF，即可得方程式 2y px ，此處 p＝HF，滿足這樣關係式的圖形軌跡即

為拋物線。 

 

在此之後，當然還有很多數學家論述或使用軌跡的觀念，他們將變量間的關係利用

圖形（即軌跡）來表徵並提出通則。其中最有貢獻者，當屬笛卡兒及費馬的解析幾何之

誕生。 

 

 費馬創立平面坐標系的目的，或者是對於方程式研究的關心所在，迥異於笛卡兒。

對比笛卡兒著重方程式根的「幾何作圖法」，費馬則強調方程式中兩未知量關係所決定

出的軌跡。他在 《平面與立體軌跡引論 Introduction to Plane and Solid Loci》 (1679) 中

寫道： 
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每當兩個未知量（unknown magnitudes）出現在最後方程式中時，我們就得到一個

軌跡，兩未知量中的一個的端點（extremity）描繪出一條直線或曲線。…… 

為了有助於方程式的概念，我們希望（desirable）讓這兩個未知量形成一個角，通

常假設它是直角，其中一個未知量的位置與另一未知量的端點是確立的。…… 

 

接下來，費馬將各種「方程式」的軌跡分類說明，例如軌跡是

直線時，如圖，設 NZM 為一給定位置的直線，其中 N 點的位

置固定，設 NZ 為一未知量 a（現代符號一般表示表示為 x），

ZI（從角 NZI 而畫的線段）為另一未知量 e（現代符號表示為

y）。若 da=be（即 dx=by），由
b a

d e
 的比例關係及 N、NZ 的

位置固定，我們就可決定另一未知量端點所描繪的軌跡 NI。 

I

MZN

 

 從費馬對軌跡的描述中，我們可以清楚看出，他將變量間的關係，轉化成幾何關係，

即是所謂的軌跡。事實上，在函數觀念被完全認識之前，歷史上有很長一段時間被當成

曲線來研究，尤其是由運動學所衍生出的曲線，譬如『求方曲線』、阿基米德螺線、擺

線，甚至是伽利略所定義的拋物線。 

 

 伽利略的《兩種新科學》（Discourses and Mathematical Demonstrations Concerning 

Two New Sciences）（1638）的貢獻之一，在於他使用數學模型的抽象化來討論物理現

象。在本書（包括有三天的對話錄）中，充斥著以比例形式寫成

的定理、命題，例如：第一天討論的「兩個體積相同的圓柱體的

表面積，若底部不計，其比值等於它們的長度的平方根之比」、「有

相同曲面積的兩個正圓柱體，其體積的反比等於高度之比」；第

三天中的「一個從靜止開始的等加速度運動的物體，所經過的距

離之比等於時間的平方之比」等等，這些比例關係都是有關兩個

變量之間關係的呈現方式之一。顯然，十七世紀西方數學家或科

學家從對運動學的研究中，引起對變量間的關係之重視，而導出

一個極重要的觀念，亦即是函數，然後，它在微積分的發明及使

用過程中，逐漸成熟並且被廣為接受。 

 

三、變量與極值 

 導致微積分發明的四大問題之一，即是求極大值與極小值。為了求出所謂的極值，

必須先有所謂的變量之觀念，然後，變量的變化會得到另一相對應的結果，如此才能求

對應值（即所謂的函數值）的極值。其實，早在 13 世紀初的阿拉伯世界，即有數學家

Sharaf al-Dīn al-Tūsī 應用極值的觀念來求得方程式的解。 

 

 Sharaf al-Dīn al-Tūsī（約 1213 年）一開始跟他的前輩 Al-Khayyāmī 一樣，也是先

將三次方程式分類，但是，由於他的焦點在於方程式解（正根）的個數與係數的關係，
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所以，他的分類方式與 Al-Khayyāmī 不同。在討論型如 3 2x d bx 
)

這類的方程式時，他

採取了不一樣的策略。首先，他將方程式改寫成 2 (x b x d  ，他認為這個方程式有沒

有解，在於 2 ( )x b x 能不能達到 d 這個值。他宣稱當 0

2

3

b
x  時， 2 ( )x b x 有最大值，也

就是說，當 0 x b  時，
34

27

b2 22
( ) ( ) ( )

3 3

b b
x b x   。當 d 的值大於

34

27

b
時，方程式沒有

解（正根）；若 d＝
34

27

b
時，有一解；若 d<

34

27

b
時，有兩解，參見下圖： 

2b /3

4b3 /27

d<4b3 /27

d>4b3 /27

 

 

Sharaf al-Dīn al-Tūsī 並沒有提及他是如何找到 0

2

3

b
x  ，但是，他提供了幾何證明，指

出 0

2

3

b
x  確實是極大值所在。不管如何，他確實考慮了變量，以及變量的對應值，不管

他有沒有使用相關的術語。 

 

 而微積分的發明與使用，確實使函數概念更進一步成熟與廣泛被接受。例如，牛頓

在 1676 年回答有關萊布尼茲的詢問的一封信中提到，他看到沃利斯(Wallis) 論級數的書

中提到有關圓、雙曲線在 0 與 1 之間曲線下的面積時，他進一步將曲線下的面積以 x 的

「函數」的形式來表示，即使他並沒有提到「函數」這個字眼： 

 

事實上是，在一系列以 x 為公共底或軸線，縱坐標分別為 

0
2 2(1 )x , 

1
2 2(1 )x , 

2
2 2(1 )x ,

3
2 2(1 )x ,

4
2 2(1 )x ,

5
2 2(1 )x 等等， 

它們的面積分別為 

 x , 31

3
x x , 3 52 1

3 5
x x x  , 3 53 3 1

3 5 7
7x x x   x 等等…… 

 

在後期的《曲線求積》（Tractatus de quadratura Curvarum）中，牛頓更認為： 
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在此我並不將數學量看成是微小量之聚集，而是連續運動之結果。對直線的描述不

再是相同部分的延展，而是點的連續運動。… 

因此考慮那些在相同時間增加的量，以及透過增加所生成的量，它們變化的快慢取

決於增加及生成速度的快慢。我找到了一種由運動或是增加的速度來決定生成量的

方法，稱那些運動或增加的速度為流數（fluxions），那些生成量為流量（fluents）… 

 

牛頓雖然沒有使用「函數」(function) 這個字眼，不過，從上述引文我們可以看出實際

上牛頓已經使用了函數的概念。而萊布尼茲則直接在 1673 年的手稿中，使用 “function” 

這個字來指曲線上各點之間量的變化。 

 

等到函數的概念更加被廣泛應用之後，它的定義也越來越不再侷限於解析的形式。

尤拉在 Introductio in analysin infinitorum（無限解析入門，1748）中，原來將函數定義

成： 

 

「一個變量的函數為一個解析式，由變量與數字，

或是常數量，以各種方式構成。」而到 1755 年，他就

將函數的定義修改成：「如果某些量依靠在一些量上，

當後者改變時，前者跟著改變，則前者稱為後者的函

數。」 

 

 我想每一個學過高等數學的人，都能夠明白函數的

重要性，也都知道函數的一般化定義決不是一個如

Euler 早期的「解析式」定義這麼簡單，但是如同蕭文強老師提出的問題一樣，當初等

教育只牽涉到「解析式」時，如何讓學生瞭解函數真正核心的概念與重要性？從上述簡

單的函數概念的「啟蒙」發展過程來看，函數的概念出現在數學課程各個單元，各個階

段的學習過程中，以各種形式來呈現，例如比例，方程式，曲線圖形等等。在數學學習

的過程中，尤其是現今的數學教材，如果能時時刻刻從教材中「體會」與「欣賞」到函

數的概念與妙用，數學的學習將可呈現結構性的一貫，以即出現許多意想不到的樂趣。 

 

Exercise 
1. 兩個集合 A、B，請寫出由 A 對應到 B 的函數定義。 

 

2. 所謂線性內差法，即假設函數的變數 x 與其對應值 y 的關係為一線性函數。 

若已知此線性函數圖形上的兩點 A(1, 5)，B(3, 9)，求 x=2 所對應的函數值為何？ 

 

3. 以下為費馬求極大值時所舉的一個例子： 

   將線段 AC 分成兩段，分段點 E，使得 AE×EC 有最大值。 

 

 CEA
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設 AC ＝b，求 AE ＝？時會使得 AE EC 有最大值，最大值為何？（以 b 表示） 

4. 以 Sharaf al-Dīn al-Tūsī 的方法，就 k 的範圍討論 3 3x x k   實數解的個數。 

 

5. 你覺得下列牛頓的引言中，哪個部分蘊含有函數的概念？並說明你的理由。 

 

在此我並不將數學量看成是微小量之聚集，而是連續運動之結果。對直線的描述不

再是相同部分的延展，而是點的連續運動。… 

因此考慮那些在相同時間增加的量，以及透過增加所生成的量，它們變化的快慢取

決於增加及生成速度的快慢。我找到了一種由運動或是增加的速度來決定生成量的

方法，稱那些運動或增加的速度為流數（fluxions），那些生成量為流量（fluents）… 
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克拉瑪的生平(一)

◼ 1704年7月31出生於瑞士日內瓦，1752年
1月4日逝世於法國。

◼ 1722年(18歲)取得博士學位，1724年(20歲)在日內瓦的
克萊文學院(Academie de Clavin)教幾何學與力學。

◼ 1727年旅居歐洲各地兩年，這是克萊文學院當初聘任
他時的附帶條件。這兩年時間，克拉瑪認識了許多有
名的數學家，對他往後的人際關係及數學研究有很大
的影響。回到日內瓦教書後，仍與許多數學家保持密
切的聯絡



克拉瑪的生平(二)

◼ 克拉瑪先後當選過英國皇家學會、柏林
科學院的會員，是法國、義大利等多個
學會的成員。

◼ 約翰‧伯努利生前堅持只有克拉瑪才能編輯並出版他的
全集Complete Works，該書於1742年出版，共有四冊。
約翰還請克拉瑪編輯他已逝的哥哥雅克布的全集二冊，
並於1744年出版。

◼ 伯努利兄弟是當時歐洲頂尖的數學家，由此可知克拉
瑪在數學家間是相當受尊敬的。



克拉瑪的著作

◼ 1750年出版《代數曲線的分析導論》(Introduction à 

l‘analyse des lignes courbes algébrique)，這本書主要是
在探討曲線，特別是求通過平面上若干點的曲線，例
如求過平面上五個已知點的二次曲線。

◼ 在這本書的附錄一中，出現了今日所謂的克拉瑪公式







附錄一之翻譯(一)

有若干個未知數 z、 y、 x、v、……等，還有個數相同的方程式： 

 
1 1 1 1 1A Z z Y y X x V v= + + + +  
2 2 2 2 2A Z z Y y X x V v= + + + +  
3 3 3 3 3A Z z Y y X x V v= + + + +  
4 4 4 4 4A Z z Y y X x V v= + + + +  

 

這裡諸如 1A 、 2A 、 3A 、 4A 、……等並非如同平常那樣代表 A的次方，

而是代表第一個、第二個、第三個、第四個……方程式的左側，假定是

已知的。類似地， 1Z 、 2Z 、……是 z在第一個、第二個……方程式的係

數； 1Y 、 2Y 、……是 y在第一個、第二個……方程式的係數； 1X 、 2X 、……

是 x在第一個、第二個……方程式的係數； 1V 、 2V 、……是 v在第一個、

第二個……方程式的係數。 



附錄一之翻譯(二)

利用這符號，如果只有一個方程式及一個未知數 z，我們可以得到
1

1

A
z

Z
= 。如果有兩個方程式及兩個未知數 z和 y，我們可以得到

1 2 2 1

1 2 2 1

A Y A Y
z

Z Y Z Y

−
=

−
，

1 2 2 1

1 2 2 1

Z A Z A
y

Z Y Z Y

−
=

−
。如果有三個方程式及三個未知數 z、

y和 x，我們可以得到 

 

    
1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X
z

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 

 

    
1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

Z A X Z A X Z A X Z A X Z A X Z A X
y

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 

 

    
1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

Z Y A Z Y A Z Y A Z Y A Z Y A Z Y A
x

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 



附錄一之翻譯(三)

細察這些公式，給了我們一個一般性的法則。方程式與未知數的個數

都是 n，我們可以得到每一個未知數之值，方法是寫出 n個分母相同

的分數，其分母的項數與 n個不同物的排列數相同，每一項都是由字

母ZYXV …保持這個順序組成，而指數則是前 n個數字的所有排列情

況。因此，當我們有三個未知數的時候，分母會有 1 2 3 6  = 項，由

字母 ZYX 依序搭配指數123、132、213、231、312、321而組成。 

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X
z

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 



附錄一之翻譯(四)

我們再根據以下的法則將這些項標上+或−。在同一項中，當某一個指數

大於下一個或是更後面的指數時，我稱為錯置。數一數每一項錯置的數

目，如果是偶數或零，那這一項的符號就是+；如果是奇數，那這一項的

符號就是−。舉例來說，在 1 2 3Z Y X 中並沒有錯置的情況，所以這一項的符

號是+。 3 1 2Z Y X 的符號也會是+，因為有兩個錯置：3在1前面與3在 2前

面。而 3 2 1Z Y X 有三個錯置：3在 2前面、3在1前面與 2在1前面，所以它

的符號會是−。 

當共同的分母寫出來後，我們將分母中的 Z改成 A，然後放在分子，

如此就能得到 z的值。 y的值是一個有相同分母的分數，而分子則是將分

母中的Y改成 A。依此方式就可以得到其他未知數之值。 

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X
z

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

Z A X Z A X Z A X Z A X Z A X Z A X
y

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 



用克拉瑪的方法解下列聯立方程式

6 3 2 1

1 1 1 1

4 5 3 2

z y x

z y x

z y x

=  +  + 

=  +  − 

 =  −  + 

 

1x =  

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X A Y X
z

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 

6 1 2 6 ( 3) ( 1) 1 2 2 1 ( 3) 1 4 2 ( 1) 4 1 1 25
1

3 1 2 3 ( 3) ( 1) 1 2 2 1 ( 3) 1 5 2 ( 1) 5 1 1 25

  −  −  − −   +  −  +   − −   −
= = =

  −  −  − −   +  −  +   − −   −
 

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

Z A X Z A X Z A X Z A X Z A X Z A X
y

Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X Z Y X

− − + + −
=

− − + + −
 

3 1 2 3 4 ( 1) 1 6 2 1 4 1 5 6 ( 1) 5 1 1 25
1

3 1 2 3 ( 3) ( 1) 1 2 2 1 ( 3) 1 5 2 ( 1) 5 1 1 25

  −   − −   +   +   − −   −
= = =

  −  −  − −   +  −  +   − −   −
 



四階克拉瑪公式

◼ 分母共有 項

◼ 分母=

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

A Z z Y y X x V v

A Z z Y y X x V v

A Z z Y y X x V v

A Z z Y y X x V v

=  +  +  + 


=  +  +  + 


=  +  +  + 
 =  +  +  + 

 

4!=24

Z1Y2X3V4    Z1Y2X4V3 Z1Y3X2V4    Z1Y3X4V2    Z1Y4X2V3     Z1Y4X3V2

Z2Y1X3V4    Z2Y1X4V3 Z2Y3X1V4    Z2Y3X4V1    Z2Y4X1V3     Z2Y4X3V1

Z3Y1X2V4    Z3Y1X4V2 Z3Y2X1V4    Z3Y2X4V1    Z3Y4X1V2     Z3Y4X2V1

Z4Y1X2V3    Z4Y1X3V2 Z4Y2X1V3    Z4Y2X3V1    Z4Y3X1V2     Z4Y3X2V1

+               － － +               +               －

－ +                +               － － +

+               － － +               +               －

－ +                +               － － +



五階克拉瑪公式(一)

◼ 分母共有 5!=120 項。

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4

5 5 5 5 5 5

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

 =  +  +  +  + 


=  +  +  +  + 


=  +  +  +  + 


=  +  +  +  + 
 =  +  +  +  + 

 

◼ 問題1：ZaXbYcVdU5中有 項是「+」的。12

◼ 問題2：Z1XaY2VbUc中有 項是「+」的。3

Z1X3Y2V5U4

Z1X4Y2V3U5

Z1X5Y2V4U3

◼ 問題3：Z4XaYbV2Uc中有 項是「+」的。3 Z4X1Y3V2U5

Z4X3Y5V2U1

Z4X5Y1V2U3

◼ 問題4：分母中有 項是「+」的。60



五階克拉瑪公式(二)

◼ 進階思考題

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4

5 5 5 5 5 5

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

A Z z Y y X x V v U u

 =  +  +  +  + 


=  +  +  +  + 


=  +  +  +  + 


=  +  +  +  + 
 =  +  +  +  + 

 

◼ 問題1：錯置數有多少種？

◼ 問題2：錯置數為 4 的有多少項？

◼ 問題3：若錯置數為 n 的共有 f (n) 項，則 f (n) =？

◼ 問題4：試著將問題 3 的結果推廣到任意正整數階
的克拉瑪公式。



麥克勞林的《代數學》

◼ 1698年2月出生於蘇格蘭，1746年6月14日逝世於蘇格
蘭愛丁堡。1719年當選英國皇家學會會員(克拉瑪在
1749年當選)。1725年獲牛頓推薦，擔任愛丁堡大學的
數學教授。

◼ 死後兩年(1748年)，其《代數學》一書才出版。此書中
也有今日所謂的「克拉瑪公式」(比克拉瑪的書早兩年)









麥克勞林的公式

ce bf
x

ae db
ax by c

dx ey f
af dc

y
ae db

ekm bfm bcn bkn bfp cep
x

aek abf dbc dbk gbf gce

ax by cz m
afp akn dkm dep gcn gfm

dx ey fz n y
aek abf dbc dbk gbf gce

gx hy kz p

aep abn dbm dbp g
z

−
= −

+ = 
 

+ =  −
 =

−

− + − + −
=

− + − + −

+ + =
− + − + −

+ + =  =
− + − + − + + =

− + − +
=

bn gem

aek abf dbc dbk gbf gce












−
 − + − + −  



麥克勞林1729年的手稿



克拉瑪 V.S.  麥克勞林

◼ 你喜歡誰的公式？為什麼？

◼ 你認為應該稱為「克拉瑪公式」還是「麥克勞林公
式」？為什麼？

◼ 現今用行列式的表示法，有什麼優點？
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