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參加大學的服務貢獻中餐 
[美國] 李學數 

 
 我執教的大學在 4 月 29 日邀請我參加服務 25 周年的中餐。 

 在兩個月前，校長辦公室秘書要我偍供一張以前的照片，以及寫一個不超過 100 字的

短文談自己的二十五周年感言。 

 那時由於我要參加佛羅里達州的數學會議，沒有時間寫這短文，於是就抄了一首詩

歌，然後寫一個句子充數。 

 中餐可以帶太太或者一個朋友，這一餐是值 25 美元，也可以購買餐卷。我太太說她

要工作不能請假，她放棄參加。 

 我就邀請我好友羅先生來參加。他現在提早從 Cisco 退休，和我一起做研究，讓他來

認識我們學校環境。 

 我們十一點半進入學生樓的大廳，門口貼上每個人安排的座位。我是安排在第九桌。

已經有一對夫妻在第九桌，我們自我介紹，先生是在物理系的印度教授，在這裏教了二十

年是搞光學的。 

 他說現在念物理系的學生不太多，他們的系不太大，只有十多位教授。 

 我說這裏還好，我在 Wichita Kansas State University 教書的 Chopra 教授告訴我，明年

他們的物理系整個系要關門，真是悲慘。那裏的終生職教授要另外找事，而系主任才剛上

任不久就要被解聘。 

 我們談論明年這裏大學要解聘一些教授和職員，現在有一些人開始戰戰兢兢的過日

子。實在很難想像美國最富的州的大學要面對「無米之炊」 的困境。 

 我們聊一些印度大學的情況，他不時回印度去講學。也聊一些印度電影，他們告訴我

最近看到了一部好看的電影：「我的名字叫可汗」。印度教授說印度有錢人許多都是姓「可

汗」的回教徒。 

 我吃一小塊牛肉和蛋糕甜品。我喜歡吃甜食，旁邊有一個人沒有來，這甜食就由我代

吃。我也把那裏的牛油麵包吃掉。 

 教授有 15 年，20 年，25 年，30 年，35 年，40 年，45 年的服務。唸到某年服務年的
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教授排隊，講臺的銀冪顯現那個年大學與美國的重大事件。然後，教授個別上講臺與校長

合影與領取紀念品。 

    可以看到三十年前停車費才兩角五分, 現在已要五元。二十多年前這裏有許多果園, 

現在都變成房屋了。這裏曾是許多百萬與千萬富翁出現的矽谷，現在卻是有許多高資歷與

高學位人士失業的地方, 真是” 二十年河東, 二十年河西” 。 

    輪到我時負責人唸我提供威廉艾倫德隆古爾 (Will Allen Dromgoole) 寫的《造橋者》

的詩歌： 

在一個寒冷陰沈的夜晚， 

一個老人走在孤獨的路上，不久來到一個巨大、深厚的裂口，裂口下流著遲緩的水

流。 

他在微暗中走過去， 

但是，當他安全到達彼岸時， 

他回頭在那裏造了一座橋樑。 

旁邊一個旅人說：“老人家， 

你是在浪費你的力氣和精神， 

因為這天結束時，你的旅程亦將結束， 

你絕不會再經過這裏，  

而你已渡過這個巨大、深厚的裂口， 

你卻還要造一座橋，這是為了什麼？ 

造橋的老人抬起他那灰白的頭， 

說：“這位朋友，在我來的這條路上， 

有個少年跟在我後面， 

他必定也會來到這裂口旁。 

這個地方對我是沒構成煩惱， 

但對那位少年卻可能是個圈套。 

因為他也必須在微暗中渡過這裂口， 

我這座橋是為他而造的，這位朋友! 

 
我的感言簡單：感謝聖荷西州立大學提供我機會從事教學和研究, 我是為年青一代

造橋的人，如果有來生我仍願意從事教育的工作。 

 25 年服務的紀念品是一個美麗的鐘。 

 離開餐會給太太電話，告訴她中餐是很精美，紀念品不錯是一個鐘。她的反應是很「中

國式」：「怎麼送你鐘呢？」 

 我說這個比我數學系的好友 Ed Schmeichel 教授領到的一個石頭紀念牌好許多，他是

服務 35 年。 

 東西文化不一樣，你怎能要求美國大學考慮中國教授的文化習俗 -- 在喜慶時，不能

送鐘給人家。 

    離開大學老羅感嘅地說：在工業界你退休了很快就被人遺忘，還是教育界比較有人情

味。（2010 年 4 月 30 日） 
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三角形外接圓半徑與內切圓之半徑比值 

林炯伊 

奎山中學 

一、緣起 

農曆過年的氣氛仍未散去，圍牆外不時傳來鞭炮聲慶祝新年，然而一群即將面對國中

基測的孩子已經到學校，面對無情的考卷一張接著一張…… 

 

若△ABC 的外接圓面積：內切圓面積 ＝ 4：1，則下列敘述何者正確？ 

(A) △ABC 是正三角形 

(B) △ABC 的內心與外心一定是同一個點 

(C) △ABC 的內心與外心一定不是同一個點 

(D) 外接圓周長：內切圓周長＝2：1 

 

對學生來說這不是一個難題，因為這不是一題許多人答錯的題目。事實上很少人寫 (D) 以

外的選項，而 (D) 正是標準答案。 

 

學生甲：「選項(A)與(B)為等價，因為這是單選題，所以答案不是(A)或(B)。而(C)選項

有明顯的反例為正三角形，故此題選(D)。」 

學生乙：「由外接圓面積:內切圓面積＝4：1，可得半徑比為 2：1，故周長比＝2：1，

選(D)。」 

在時間的壓力下，沒有人去管 (A) 與 (B) 到底對不對，是否有非正三角形而外接圓半徑

R 與內切圓半徑 r 的比值＝2 的例子。反正選 (D) 不會錯就好。(以下簡稱 
R

r
 為「Rr 比」) 

二、課堂上 

在講台上，我注意到這個問題要找出非正三角形的例子並不容易，但是，單選題卻暗

示 Rr 比＝2 的三角形不只正三角形。於是，我開始用國中數學構造反例。 

 

反例 1. 構造 Rr 比＝2 的直角三角形 

如圖，△ABC 中，∠B＝90°。I 為內心，P、Q、R 為切點。O 為外心 

1

1

1
d

4-d

d

2

1

Q
R

O

P

I

B C

A

(亦為 AC 中點)。令 IP ＝r＝1，OA＝R＝2，CP＝d。 

由切線性質，CQ＝CP＝d， AR ＝ AQ＝ AC CQ ＝4－d， 

另外，IPBR 為正方形，故RB＝ IP ＝1， BP＝ IR ＝1 

再由畢氏定理，   22 24 1 (4 1)d d    
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整理得到 ，d 無實數解！故所有直角三角形的 Rr 比 ≠ 2。 2 4 5d d   0

反例 2. 構造 Rr 比＝2 的等腰三角形 

如圖，△ABC 中， AB ＝ AC ＝2s。I 為內心，P、Q、R 為切點。O 為外心 

2s-d

22

2

1
d d

dd

H

R QO

I

PB C

A

（A、O、I、P 四點共線），H 為 O 點到 AB 的垂足。 

令 IP ＝r＝1，OA＝R＝2，CP＝d。 

由
2

BC AP
＝△ABC 的面積＝

( )

2

r AB BC CA 
 

推得 2 24d s d ＝ 2d s   …(1) 

由
2

AB OH
＝△AOB 的面積＝

2

OA PB
 

推得 24s s ＝d   …(2) 

(2)代入(1)可得 2 44s s s ＝ 24 2s s s  ， 6 4 26 9s s s 0    

  只有一解( ,s d  3 , 3 )，即 s＝d 的正三角形解。 

 

大部分的學生其實都預期反例存在，也就是正三角形以外，也有 Rr 比＝2 的三角形，

而老師馬上就可以舉出例子。於是，在解到方程式「 2 4 5d d 0   」無解時，學生的反應

有「怎麼會是這樣的結果？」、「噁……判別式小於零」、「接下來怎麼辦？結論是什麼？」…

等。 

 因為國中數學基本上只能解決直角或等腰三角形的問題，而等腰三角形的情形對於大

部分學生太過複雜，所以，我只演示了直角三角形的情形。對於到底有沒有非正三角形的

Rr 比＝2，只能說「老師回去找到例子再告訴大家」。 

三、課後研究 

成果 1. 任意三角形的 Rr 比大於等於 2。若 Rr 比等於 2，必為正三角形。 

證明：令三邊長為 a, b, c，三角形面積 ，則有
4

abc

R
  ，

4

abc
R 


 

1
( )

2
r a b c    ，

2

( )
r

a b c




 
 

1
( )( )( )(

4
a b c a b c a c b b c a          )     (Heron 公式)  

故 
2

2 ( ) 2

4 ( ) 8 ( )( )( )

R abc abc a b c abc

r a b c a b c a c b b c a
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不失一般性，假設最長邊為 a，則有 

  
2 2

3 2 2

3 2 2

2

( )( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) 0

abc a b c a c b b c a

abc a b c a b c b c a

abc a b c b c a

abc a b c a b c b c a

a b c a abc b c b c a

a a b a c b c b c a

      

       

       
          

       

       

 

故 
2

2
( )( )( )

R abc

r a b c a c b b c a
 

     
    (反思 1) 

當等號成立時， 

( )( )( )abc a b c a c b b c a        0

0

 
2( )( ) ( ) ( )a a b a c b c b c a        

2

( )( ) 0

( ) ( )

a a b a c

b c b c a

  
 

    0
a b c       證明結束。 

 

此結果同時也說明了若等腰三角形的 Rr 比＝2，則必為正三角形。 

 
成果 2：任意直角三角形的 Rr 比大於等於1 2 。不等式中等號成立時，必為等腰直角三

角形。 

證明：如圖，△ABC 中，∠B＝90°。I 為內心，P、Q、R 為切點。 

1

1

1
d

2R-d

d

2R-d

1

Q
R

P

I

B C

A

令 IP ＝r＝1，CP＝d ，Rr 比＝k  (故 AC ＝2R＝2k)。 

由畢氏定理 ， 2 2(1 ) (2 1) (2 )d k d k     2

整理得 
2 1 1 2

( 1 )
2 2 2 1

d
k d

d d


   

 
1 。 

因為在直角△ICP 中，∠ICP＝
1

2
∠ACB＜45°， 

 ∠ ICP 45° CIP  ＜ ＜∠   IP CP     1＜d      1 0d      

1 2 1 2
( 1 ) 1 2 ( 1)( ) 1 1 2

2 1 2 1
k d d

d d
          由算幾不等式 

 
   (註 4) 

等號成立時，
2

1
1

d
d

 


   1 2d    

  2 1 2 1 2 2 1AB R d k d d                證明結束。 

 

這裡須注意，任意的

BC  

△ABC 若 Rr 比等於1 2 ，則△ABC 未必是等腰直角，可以既

不是等腰也不是直角三角形！譬如，三邊長為 1,1, 2 2 就是一個 Rr 比等於1 2 ，但不

是直角三角形的例子。 
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在介紹下一個成果之前，先證明兩個引理： 

AB引理 1：若 A、B 為圓 O 上兩相異點，P 為圓上異於 A 與 B 的任意點，K 為 的中點而

且 K、P 兩點位於 AB


的兩側。則△PAB KA為半徑的圓上。的內心 I 落在以 K 為圓心，  

 

證明：假設 ＝ ，∠ ＝ ，

因 平 APB 並且過

 ∠ KAI＝∠ ∠KAB + BAI＝

∠APB 2α BAP 2β  

H 2'H1'

H3H2H1

I3I2
I1

P B

OM

A

I1
I2

I3

r1

r2

r3
K

E

D
OB

A

C

為 I 是△PAB 的內心，所以P 分∠I


K 點 
A







KB

2
＋β 

＝ ＝ ＋ ＝∠AIK 

IK P
O∠KPB +β α β

 KI KA      證明結束。 

 

引理 2：若

 



B

1 2 3MAI I I 是
1

4
圓，O 為圓心，B 為圓上另一點使得 3I O AB 且

到 AB 的垂足，1 2 3I OA OA I OA I  ， 、 與 分別是1H 2H 3H 1I 、 2I 與 3I  

別 1 11 'H 與 2 'H 分 是 1I 、 2I 到 IMO 的垂足，則有 2 2 3 3H H 。 

 

證明：將△

I H I 

1I O 以 O 為中心順時針旋轉1 'H 1 2I OI 後會得到 

1I ＝ 2I 、O、 、 點共圓，再由 2 'H 1 'H 四

1 1 22I OM I OA AOM I OM     AOM I OA     

 2 2 'OI H  1 1 'OI H  

 1 2' 'H O H O  (大弧對大弦)  

1 1 2 2' 'I H H ) I  (因為等斜邊直角三角形  

 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2I 2 2 2' ' ' ' ' 'H I H H H I H H H I H H H I H        

再令 交 AB2I O 於 P 點，則有 

2 2 2 2 3 3 3 3 3I H I O P   I P I O PO O I O H O I H     

 1 1 2 2 3 3I H I H I H 故      證明結束。 

 

 

成果 3. 若△ABC 是鈍角三角形，則 1 2
r
  。

R
反之

△ C A 90°， 

O C

不一定成立。 

證明：不失一般性令鈍角 AB 中∠

為△AB 的外心，K 為AB 的中點， 

BD、過 、 作B K 圓 O 的直徑 KE 。 

1I 、 2I 、 3I 分別為△ABC、△ABD、△ABE 的內心， 
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1r 、 ABD 與△ABE 的內切圓半徑，  2r 、 3r 分別為△ABC、△

由引理 1 可知， 1I 、 2I 、 3I 皆落在以 K 為圓心， 

KA為半

1 80° A－∠ADB 
0° 0°－

所

徑的圓 K 上。因為 
∠ABC＝ 80°－∠A－∠ACB＝1 －∠

 ＜18 －9 ∠ADB＝∠ABD 

以，
1AI ＝∠ABC＜∠ABD＝2AI ， 1 2I K I KAA    

BDBD、KE 皆過 O 點且 B、D、K、E、O 互異，所以 K、E 在另外，因為 的兩側 

∠ ABD＜∠ABD＋∠DBE＝∠ABE ， ＝∠ABD＜∠ABE＝AI AI3 2 3， I KA I KA    2

＝∠ABE ＜90° （等腰△ABE 之底角）而且 3I K AB  3I KA 3AI又 ＝

所以，由引理 2 可得 1r ＜ R 為  2r ＜ ，令 圓 O 半徑3r
1 2

R R

r r
 。因為△ABD 是直角三角

形，由成果 2 的結果可得
2

R

r
1 2 ，故 

1 2

R R

r r
  。 

 

反之為何不對？因為

1 2

2R abc

( )( )( )r a b c a c b b c a


     
，令 a=b=10000 為一個很大的

，而 c＝1，便製造出一個 Rr 比很大，但卻是銳角三角形的例子。證明結束。 

 

數

 

1 2
R

r
 成果 4. 若△ABC 滿足 ，

證明：由 

則必為銳角三角形。反之不一定成立。 

成果 2 可知若 1 2
R

r
  ，必不為直角三角形。由 成果 3 知鈍角三角形的

1 2
r
  ，故三角形的 Rr 比若小於

R
1 2 ，必為銳角三角形。反之，一個銳角三角形有

能是兩腰很長的等腰三角形，而使得 1 2
R

r
 可 。證明結束。 

 

至於三角形的存在性，亦即給定
R

r

。讀者可參考鄭再添，〈「兩內離圓夾住三角形的條件」解答〉，《數學傳播》第 12 期第

一卷。

反思

於不等式 

為一個任意數（大於 2），則存在無限多個這種三角

形

 

 

1  

1
( )( )( )

abc
對

a b c a c b b c a     
的證明經歷一個有趣的過程，因為分式裡

的每一項皆為正數，所以，我們很自然地想利用「算幾不等式」： 
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3( ) ( ) ( ) 3 ( )( )(a b c a c b b c a a b c a c b b c a                )

3

( )( )(
3

a b c
a b c a c b b c a

          
 

)

故 

 

3)( )( )

3

a b c a c b b c a a b c        
 
 

然而，只作了一次估計，就使得不等式陷入萬丈深淵……無論

「不太反應」這小項的影響。例如：(a, b, c)＝(3, 3, 0.000006) 時，

(

abc abc
  …(A) 

再使用什麼方法，都無

法得到想要的結果！因為 a、b、c 之中只要有一個小項，就會使得分子很小，但是分母卻

3 32.000002

3
a b c


  

 
 

是一個小於 1 且接近 0 的值，這表示 (A) 式已經失敗，沒有繼續推導的必要。雖然算幾不

等式一般來說是保守的估計方法，但探討失敗的原因，是在對分母作算幾估計時，無法保

有「產生小項的因素」，導致「分

0.000054abc
 

子有小項而分母未必有小項」，而失去原分式對於下界的

格限制。這讓我不禁反省：是否因為自己對於工具的了解不夠，而導致一些難以解決的

 

反思  此種問題對數學學習的影響 

毛病外，

數學不論

Rr 比是判別三角形的新工具！ 

嚴

數學問題一直徒勞無功不自知。

 

2

評量的目的是能夠幫助學習，找出比較不熟悉的或還沒學會的概念，然而，回過頭來

看此選擇題，除了變成了多選題、沒考到要考的概念、各選項之間不互相獨立的

更糟的是，在「分數決定一切」的大環境下，造成學生不求甚解的態度---將來學

遇到什麼疑問，能像這次一樣得到分數就算了，不必管它是不是真的有反例？ 

四、結論 

 
直角三角形  
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銳角三角形 

 

鈍角三角形 

「狹長型」銳角三角形 

正三角形 等腰直角三角形 
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其他推論：若 A、B 為圓 O 上兩相異點，P 為圓上異於 A 與 B 的任意點。則△PAB

的 R PAr 比最小值發生在 P 位於優弧 AB 而且 PB 的時候。 

點必須位於

 

由引理 1 與 2，可得到 P AB

位於優弧

的中垂線上，才會有最大的內切圓半徑，而

使得△PAB 的 Rr 比最小。現在令 P AB 上且 PA PB ，P’位於劣弧 AB 上且

'' 'P A P B AP ＝a， AP AM d＝b， ＝ ， 。

bd

a

ad

b
 'P M ＝ PM ＝由△AP’M△PAM，得到 ，

II'
PP'

M
O

B

A

＝
bd d

a b d



＝

ad d

b a d



 ， IM'I M由內分比性質，得到

2

2

' (

( )

bd d
)I M ba b d

ad d a b dIM
  

a d

a d

  


，因為 P 位於優弧 AB， 

故

b




'APAP  ， b 



a

2 2 2 2 2

2 2 2 2
1

( )a b d ab b dIM
   

  
  

2

' ( )I M b a d ab b d ab b d

a b a d

  

△PAB 的 Rr 比＝
'

OP OP

IM I M
 ＝△P’AB 的 Rr 比     證明結束。 
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機率的大秘密 

李政憲 

北縣林口國中  

第一幕：兩顆骰子的打賭 

  「噹！噹！噹！噹！……」下課鐘響，小翔與明耘兩人三步併作兩步追上數學老師。

「老師！老師！」洪老師回頭，推了推鼻樑上的眼鏡，「哦！是你們啊！有什麼事嗎？」「老

師，我們有問題想請教您。」小翔在老師話還沒說完，便一股腦兒地把要講的話說出。 

  「是什麼問題呢？」 

  「就是昨天啊！我們家表哥到我家來玩，我們倆閒著無聊，我表哥突然就提議要玩丟

骰子遊戲，方法是他作莊，只要我連丟一個骰子四次，至少出現一次一點我就贏。」 

  「嗯，然後呢？」 

  「結果不曉得是不是手氣好，玩了半個鐘頭以後，我還小贏他一點呢！」小翔比出勝

利的手勢，接著又說：「只是後來他說只丟一顆不過癮，要一次丟兩顆。」 

  「哦！」 

  「因為顆數變多，我想機率變小了，所以我們的規則就改變了。」 

  老師接著問：「怎麼改變呢？」 

  「連丟二十四次，同樣是出現兩次一點我就贏。」 

  老師微笑：「嗯，結果呢？」 

  「這一次幸運之神就沒站在我這裏了，結果後來我所贏的錢又慢慢地輸回去了。」 

  一直沒說話的明耘開口了：「剛剛我們上一節下課就在辯，他說機率是一樣的，我說

應該會不一樣，不然他不會先贏了又輸。」 

  「你們很有實事求是的精神嘛！小翔，你是怎麼算的呢？」 

  小翔接著說：「一顆骰子丟出一點的機率是
1

6
，所以連丟四次我贏的機率是

1 2
4

6 3
  ，

自然我會贏啦！」接著又像連珠炮繼續下去：「只是我是覺得後來兩顆骰子丟出兩個一點

的機率是
1

36
，連丟二十四次後我贏的機率應該是

1
24

36
 ，一樣是

2

3
啊！」 

  老師轉頭：「明耘，那妳是怎麼想的呢？」 

  「我是覺得連丟四次的機率應該不可以乘以 4 吧！不然連丟六次不就要乘以 6，一定

會出現一次一點了嗎？」 

  老師微笑：「很好哦！妳把上課時老師說的機率與固定頻率不能誤用，分辨地很清楚

呢！」接著又問：「那你們覺得現在應該怎麼算呢？」 

明耘接著回答：「我記得這個題目應該要用老師上課提過的『獨立事件聯集定律』來

算，應該不能算贏的機率，要反過來先算輸的機率。」 

  小翔搶著說：「啊！那我知道、我知道。沒有丟出一點的機率是
5

6
，所以連丟了四次
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以後，就是
5

6
連乘四次，

5 5 5 5

6 6 6 6
   ……，ㄟ……，是多少啊？」 

老師接著說：「面對這個計算較複雜的問題，我們只要先知道它的機率是不是超過
1

2
就

可以了。你們覺得要怎麼算呢？」 

小翔很快就反應：「用計算機就好了嘛！」 

明耘想了想，接著說：「如果不用計算機的話，連乘兩次是
25

36
，也就是

75

108
，分子分

母各減掉一些，大約是
70

100
，再用 0.7 乘以 0.7 等於 0.49，應該會小於

1

2
吧！」 

這時三人正巧走回數學老師的辦公室，老師順手拿了桌上的計算機：「小翔，你算算

看。」 

  只見小翔飛快地按了計算機上的按鍵：「0.482253，哇！明耘，妳好準哦！」 

明耘不好意思地笑了笑：「再用互補事件的概念，用一減去輸的機率，贏的機率超過

一半，難怪小翔一開始會贏了。」 

小翔手沒閒著，按下計算機後，嘴巴接著說：「原來只有 0.51 多，難怪玩了半個鐘頭，

我只有贏一點點。」 

「可是老師，兩個骰子的機率要怎麼算呢？」明耘問。 

  「想想看，兩個骰子丟出不是兩個一點的機率是多少？」 

兩人異口同聲地說：「
36
35

！」 

「所以呢要丟 24 次？」 

「難不成要
36
35

連乘 24 次？怎麼算啊？計算機一次一次按很累呢！」小翔問。 

「如果沒有工程用計算機，這時候就要透過電腦方便計算了。」 

只見老師已經把電腦打開，開啟程式按下數字，「答案約為 0.508596，」 

明耘接著說：「老師，我想到了！用計算機也可以先計算出連乘 4 次或 6 次的答案，

再用這個答案去連乘就可以了。」 

「明耘不錯哦！用到我們教過的指數律呢！」老師誇獎。 

  「所以用 1 去減，所得機率就不到
1

2
，難怪我後來會輸了。」小翔恍然大悟，此時鐘

聲再度響起。 

「其實機率還有不少故事可以講呢！想不想聽？」老師詢問。 

「好啊好啊！」兩人異口同聲。 

「那就午休時間再來吧！」 

「好，謝謝老師！」 

《第一幕完》 
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第二幕：機率的由來 

  「報告！」 

「哦，是你們兩位啊！請坐吧！」老師帶兩位同學到旁邊椅子坐下。 

「謝謝老師。」 

「你們知道機率是怎麼來的嗎？」老師詢問兩位同學。 

兩人異口同聲：「不知道ㄟ……」 

「早在十四世紀時，義大利和荷蘭為了保護商船，成立了海上保險公司，這是將統計

調查加以系統化後，針對特別事件推算機率的由來。」 

「哇！十四世紀！那不就有五百年以上了。」小翔驚嘆道。 

「嗯，其實還在更早的西元前1200年，特洛伊戰爭時就曾以羊骨及狗骨頭製作骰子，

讓希臘士兵在圍城時不會無聊。」 

「特洛伊戰爭？那不就是『木馬屠城記』的故事嗎？」小翔問。 

「那不是故事！是真人真事。」明耘糾正。 

「嗯，十九世紀時，已經有考古學者證實真有此事了。」老師補充說明，並接下去說

道：「而到了西元前後的羅馬時期，骰子甚至是從皇帝到平民都十分熱衷的遊戲。」 

「老師，他們會賭博嗎？」小翔問。 

「那是當然的囉！所以後來的羅馬，以至於猶太民族，甚至到中世紀時的基督教會，

都曾明文禁止擲骰子或玩撲克牌的遊戲。而在十三世紀時，法國的路易九世也頒佈了禁止

擲骰子與製造骰子的禁令。」老師說明。 

  「所以，他們在玩骰子時，就已經會計算機率了嗎？」明耘問。 

「可惜的是這一千多年的歷史，似乎並沒有這兩者直接相關的記載。」老師說。 

小翔接著：「我想如果我生長在那個時代，說不定就可以靠機率騙吃騙喝了。」 

「我看才不呢！早上是誰在說丟骰子的機率都是固定的呢？」明耘取笑著。 

「唉喲！那是人有失蹄……啊不，是馬有失蹄……也不是，是人有什麼的，唉喲！隨

便啦！反正就是一時的誤用而已啦！」小翔強辯。 

老師笑著接下去說：「失之毫釐，差之千里，不過機率真正開始蓬勃發展，還是跟賭

博有關哦！」 

「怎麼有關？」兩人問。 

  「十七世紀時，法國的梅雷（註１）與他朋友的一場賭局中，規定誰先贏得三局，就

可以把所有的賭金贏走，可是才玩到一半，賭局被迫中斷，這時梅雷已經贏得兩局，而他

的朋友只贏一局。」 

「後來呢？」兩人詢問。 

「由於賭局無法繼續，因此要以目前的戰績去分配所有的賭金。」 

「多少錢啊？」小翔問。 

「大概是64枚金幣，只要算出兩人應得的比例就好了。」 

小翔嘟嚷著：「不會算那個梅什麼的贏就好了嗎？幹嘛那麼辛苦。」 

明耘接著：「因為他的朋友也有反敗為勝的機率啊！」 

小翔不甘示弱：「可是他贏的機率比較大啊！」 

明耘又回一句：「所以才要算兩個人贏的機率與比例啊！」兩人開始口槍舌戰。 
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  「好啦！別吵了，有老師在休息呢！」老師緩頰。 

「就像你們所爭的，梅雷也想到同樣的問題，可是他自己無法解決。所以他就請教了

他的另一個朋友巴斯卡（註２），希望可以尋求解決的方法。」 

「巴斯卡？是國二學乘法公式那個『巴斯卡三角形』的巴斯卡嗎？」明耘問。 

「嗯，沒錯，那時他就已經以數學專長聞名於法國了。」老師回答。 

「後來呢？」小翔問。 

「巴斯卡有了一些想法後，自己也不能肯定是不是正確的，於是就寫信請教了當時的

另一位業餘數學家費馬（註３）。」 

「是費馬最後定理的發現者嗎？」明耘詢問。 

「明耘的書看的不少哦！就是他沒錯。」老師接著：「他們用不同的方式，解決了同

一個題目。」 

「哇！果然不愧是數學家，真厲害。老師，這就是你常說的一題多解嗎？」小翔問。 

老師微笑：「你的反應還蠻快的呢！沒錯，可以這樣說。」 

明耘問：「後來這個問題怎麼解決的呢？」 

  「用個你們比較容易接受的方式說給你們聽好了，」老師拿出了筆，在紙上畫出： 

 
 

  「這是樹狀圖嘛！」小翔說道。 

「沒錯！就是你們剛學的樹狀圖，我們以A代表梅雷，B表示的是他的朋友，並假設兩

人每一場所贏的機率相同。」老師接著說：「所以如果A再贏一場，遊戲就結果了，這時A

贏的機率是
1

2
。」「哦！所以另一邊是B贏的

1

2
，可是這時遊戲還沒結束，」 

明耘接著說：「所以要再比一場，這時兩人所贏的機率相同，所以機率是原本
1

2
的一

半，也就是各
4
1

了。」 

小翔搶著說：「再來我知道！因為A兩種方式所贏的機率是互斥的，所以根據加法原

理，
4
3

4
1

2
1

 ，所以他的朋友贏的機率就只有
4
1

，也就是賭金按照3:1的比例去分配就可

以啦！」 
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「小翔開竅了呢！看來有動腦筋還是有差哦！」老師誇獎，小翔不好意思地摸摸頭。 

「你們有不少同學覺得樹狀圖簡單，卻不知道有時候複雜的問題，反而要用最簡單的

方法去解決。所以啊！不要說數學沒用，有時候常常是……」 

兩人異口同聲：「人沒用！」 

老師笑著：「離下課還有點時間，想不想了解一下數學家巴斯卡？」 

「好啊好啊！」兩人回應。「那我們就繼續囉！」 

 

《第二幕完》 

 

第三幕：數學家巴斯卡與巴斯卡三角 

  「小翔，你喜不喜歡玩電腦？」老師詢問。 

「喜歡啊！可是老師，你不是要講巴斯卡嗎？」小翔回答。 

「所以你得好好感謝巴斯卡啊！因為是他發明了第一架數字計算機，也就是現在電腦

的始祖呢！」「真的啊！那他的目的是要做什麼的呢？」明耘問。 

「因為他要幫他的父親計算收稅，所以在19歲時，自己就設計製造了當時第一架的數

字計算機，也因此聞名於當時。」 

「哇！好厲害哦！19歲呢！」小翔讚嘆著。 

「他以他的專長幫父親解決問題，也算是盡點孝道。不過在這之前，他的父親曾經一

度禁止他念數學呢！」老師說。 

明耘接著問：「為什麼呢？」 

「因為他從小的身體就不好，又常常讀數學讀得廢寢忘食，為了不影響他語文的學

習，所以在他15歲以前，他的父親禁止他讀數學禁了一段日子。」 

「天啊！讀數學讀到這種地步，這個我絕對作不到。」小翔苦笑， 

老師接著：「說不定只是時候未到呢！不過後來發現禁止他反而可能會讓他覺得更痛

苦，所以沒多久就放棄了。」 

  「嗯，有時候自己想做的事被逼著不能去做，也是蠻痛苦的。」明耘回應，小翔接著：

「像每次段考前我媽媽都會禁止我玩電腦，我就會覺得很痛苦。」 

「其實他的父親是個數學愛好者，有著不少的藏書，巴斯卡甚至還在 12 歲的時候，

根據父親對他講過的一些幾何知識，自己對獨立研究，證明了『任意三角形的內角和都是

180 度』；從那天開始他的父親就不再限制他，甚至還主動拿出了幾何的經典書籍『幾何原

本』讓他閱讀，也因此他在 13 歲的時候就發現了『巴斯卡三角形』。」老師解釋著，並接

著說：「然而不再限制以後，他在 16 歲那年受笛卡兒（註４）的影響發現了『巴斯卡定理』

（註５），並根據這個定理寫了四百多篇的論文。」 

明耘接腔：「老師，寫一篇論文不是要花不少時間嗎？四百多篇論文應該要寫很久

吧？！」 

「所以你們可以感受他對數學的天才與狂熱了吧！其實他不但對數學有興趣，對於物

理學的貢獻也不遺餘力，在他二十三歲時所作的托里切利實驗（註６），證明了空氣有壓

力，製作了水銀氣壓計，還轟動了當時的法國一陣子。」老師說，小翔接著：「這個自然
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老師有說過！所以壓力計算單位有一個就是以他的名字來命名的。」 

老師又說：「嗯，也因為他發明了第一台的手搖計算機，可以計算六進位的加減法，

所以有種計算機語言也以他的名字來命名。」 

  「再加上他在機率上的貢獻，那他真是數學與自然不可或缺的人才呢！」明耘說，老

師接著：「可惜的是在他 31 歲時，他在巴黎乘馬車發生意外，差點掉到河裏去，他受驚後

覺得是神明庇護，於是決定放棄他的研究，改去研究神學。」 

「好可惜哦！」小翔婉惜地說，老師又接著：「不過還是不少數學家受到他影響，像

萊布尼茲（註７）就是讀了他的著作，才建立了微積分的理論。」 

 「好啦！歷史講的差不多了，我們來看點數學吧！」老師一邊說，一邊在紙上畫出下列

圖形： 

 

  
兩人異口同聲：「巴斯卡三角！」 

  老師微笑：「有誰還記得它上面的數字是怎麼來的嗎？」 

「這個我知道！」小翔搶著回答：「上面的兩個數字加起來等於下面那個數字，1+1=2，

1+2=3，3+3=6，還有 5+10=15 都是這樣算的！」 

老師接著問：「要怎麼用它呢？」 

明耘回答：「我還記得可以計算 a+b 的 n 次方的係數吧？！所以第一層的 1 代表的是

a+b 的 0 次方等於 1，第二層的兩個 1 代表的是 a+b 的 1 次方分別是 a 與 b 的係數等於 1，

第三層的 1、2、1 代表的是 a+b 的 2 次方分別是 a2、ab 與 b2 的係數等於 1、2 與 1，所以

a+b 的 3 次方各項的係數就是 1、3、3、1 了……」 

老師接著：「沒錯！現在試著把 a 與 b 都換成 1，」 

小翔馬上接著：「這個簡單！1+1 的 0 次方等於 1，1+1 的 1 次方等於 2，1+1 的 2 次

方等於 4，……，所以 1+1 的 5 次方等於 32，老師，是這樣嗎？」老師接著說：「嗯，再

看看原來的巴斯卡三角，把各列的數字加起來看看……」 

明耘恍然大悟：「哦，我知道了！所以 1+1=2，1+2+1=4，1+3+3+1=8，依此類推，巴

斯卡三角的各列和是 2 的次方！」 

老師：「是的，接著再看看各列的整體數字，」老師一邊說，一邊將巴斯卡三角的各

列用鉛筆畫上底線，圖形如下： 
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  「觀察一下，第二行跟第三行的數字有什麼關係？」老師問。 

  「第二行 11，第三行 121，是 11 的 2 次方。」明耘回答。 

  「所以呢？」老師又問。 

  小翔接著回答：「難不成是 11 的次方……，0 次方是 1，1 次方是 11，2 次方是 121，3

次方……老師，計算機借我一下……1331，真的ㄟ！可是老師，那兩位數以上，像 10、15、

20 這些數字怎麼辦呢？」 

  老師回答：「就像小翔講的，真的是 11 的次方，可是如果遇到兩位數以上，就自動進

位到前面一個數字，像 10 就寫 0 進 1，所以第 6 列就是 161051，第 7 列就是 1771561。」 

  明耘回應：「好神奇哦！沒想到 2 和 11 看起來沒什麼關係，在巴斯卡三角形裏居然會

有交集呢！」 

  老師微笑：「這就是數學可愛而迷人的地方啊！再看一個例子，」老師邊說邊把剛剛

畫上的橫線擦去，再重新畫上線： 

 
  「現在把各條斜線上的數字加起來，一個個把數字唸出來，」老師要求。 

  「1，1，2，3，5，8，11……老師，有什麼規律嗎？」小翔問。 

  「沒感覺就把數字寫出來吧！」老師又要求。 

  明耘很快地拿筆寫出數字：「嗯，是費氏數列呢！」 

  「費氏數列？是那個兔子數列嗎？真的ㄟ！沒想到換個方向看，又會有不同的答案。」

小翔說。 

  「只是上面幾種結果，雖然是從巴斯卡三角觀察而得，卻未必是巴斯卡所發現的。最
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後我們從巴斯卡三角，再回到機率上面來吧！」老師邊說，邊拿出幾個硬幣。 

  「請問你們，丟一枚硬幣，可以產生的可能性有幾種？」老師問。 

  「正面跟反面！」小翔答。 

  「兩面出現的機率呢？」老師接著。 

  「如果是均勻硬幣的話，就是各
1

2
。」明耘回答。 

  「嗯，很好，現在換成兩枚硬幣，可以產生的可能性呢？」老師問。 

  「我知道！兩個正面、兩個反面，還有一正一反。」小翔答。 

  「那三種狀況出現的機率呢？」 

  「可以利用樹狀圖來解嗎？」明耘一邊說，一邊在紙上畫著： 

 
  「四種結果的機率相同，而（正,反）與（反,正）是同樣的結果，所以三種結果的機

率分別是兩個正面出現的機率是
4
1

，一正一反出現的機率是
1

2
，而兩個反面出現的機率也

是
4
1

。」明耘接著回答。 

  「所以三種狀況的數值比？」老師問。 

  「分母通分為 4，所以分子的比是 1:2:1！」小翔答。 

  「跟剛剛一枚硬幣兩面出現的機率比作比較呢？」老師問。 

  「1:1 跟 1:2:1……ㄟ！難不成又是巴斯卡三角？」小翔問。 

  「沒錯！所以你們再猜猜看，下面一列的 1:3:3:1 代表的是什麼意思？」老師問。 

  「從一個硬幣到兩個硬幣……，所以接下來是三個硬幣囉？」小翔答。 

  「嗯，總共是 8 種結果，而三個硬幣出現的情形共有三個正面，兩正一反，一正兩反，

以及三個反面四種情形，所以分別的機率就是
8
1

、
8
3

、
8
3

、
8
1

，老師是嗎？」明耘邊答邊

問。 

  「你們可以用樹狀圖驗證看看啊！」老師答。 

  「這個我來！」只見眼明手快的小翔拿起筆，在明耘畫的圖上再加幾筆，圖形如下： 
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  「哇！好壯觀哦！」小翔畫完後邊說。 

  「兩正一反總共有三種情形，兩反一正也有三種情形，所以各佔
8
3

。」明耘接著說。 

  「再加上頭尾的三正面與三反面都是
8
1

，真的像我們所預測的結果呢！」小翔回應。 

  「嗯，你們都很清楚了，所以四個硬幣以上的話，是不是用巴斯卡三角會比較容易呢？」

老師問。 

  「是的！」兩人異口同聲回答，小翔又接著說：「用樹狀圖就累多了。」 

  老師微笑：「不過別忘了，樹狀圖還是基本概念呈現，最基本而重要的解法哦！」 

  「是的，老師！」兩人再一次回答，此時下課鐘聲響起。 

  「好啦！剛好下課了，下次有機會的話，再聊聊其他的數學家吧！」 

  「好，謝謝老師！」兩人回答，退出辦公室。 

 

《第三幕完》 

 

註解 

註１：梅雷 (C. de Mere, 1607～1684)，法國騎士。 

註２：巴斯卡 (Blaise Pascal, 1623~1662)，法國數學家。 

註３：費馬 (Pierre de Fermat, 1601~1665)，法國業餘數學家，遺留「費馬最後定理」困擾後

世數學家近四百年。 

註４：笛卡兒 (Rene' Descartes, 1596-1650)，法國哲學家、生物學家、物理學家暨業餘數學

家，發明了「座標平面」(the coordinate plane)。 
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註５：巴斯卡定理 「 圓 錐 曲 線 裏 的 內 接 六 邊 形 對 邊 的 交 點 是 共 線 」，是 射 影 幾

何 學 的 一 個 基 本 原 理 。  

註６：托里切利實驗，製造水銀氣壓計的基本理論依據，也是日後流體靜力學及流體動力

學的先驅。 

註７：萊布尼茲 (Leibniz, Gottfried Wilhelm, 1646-1716)，德國數學家，獨立創立微積分的基

本概念與算法，和牛頓共同奠定了微積分學。 
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