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     中學數學如何回顧？ 
       　台師大數學系 洪萬生教授 

明年 (2008) 適逢國際數學教育委員會 (ICMI) 創立一百週年，該會已經開始籌備慶

活動。事實上，2008 年 3 月 5-8 日即將在羅馬召開的研討會，預料將有 150-200 位國際

者應邀參加，盛況可期！ 
由於第一任 ICMI 主席是偉大數學家 Felix Klein，因此，回顧這一百年的數學教育史，

們緬懷他當年的高瞻遠矚的身影，仍然覺得啟發良多。現在，我藉著針對龔昇、張德建

〈回顧中學數學〉一文（刊《數學傳播》30(1): 25-35）的書評，以呼應 Klein 的數學教

改革願景，也聊誌年少時對於 Klein 的 Erlangen Programme 之嚮往。 

、Klein 的高觀點 

龔昇、張德建的〈回顧中學數學〉（後文簡稱〈回顧〉）一文，是他們的『微積分五講』

第一講，是一篇設想周到的文章，值得中小學教師與數學教育工作者深入閱讀。然而，

位作者的『回顧』方式，卻不無商榷之處，且讓筆者在此稍作『斟酌』，供本刊讀者參

借鏡。 
首先，〈回顧〉既然開宗明義追溯百年前的數學故事，我們自然期待龔、張兩位作者

出 Felix Klein 貢獻的歷史意義，而不是 David Hilbert 的『23 個問題』。究其原因，蓋後

的生涯完全無關中學數學故也。同時，兩位作者根據 Hilbert 的論點以說明數學歷史的發

，「是『高級』的數學取代『低級』的數學之過程」，也過度簡化了數學知識之演化，很

啟發中學教師與學生領會初等數學的美與善。 
事實上，如果〈回顧〉一開始就將 Klein 的《高觀點下的初等數學》(Elementary 

athematics from Advanced Viewpoint, 1908) 請出來『扮仙』，那麼，筆者這一篇文章或許

可以藏拙了。這幾年來，國內外不少的數學家關心中小學數學教育，這是象牙塔學者走

社會關懷的可喜現象。不過，他們也往往忽略了一些可資借鑑的歷史經驗，實在可惜。

如說吧，Klein 的《高觀點下的初等數學》，就是值得一讀再讀的數學（教育）經典名著。
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其第一冊《算術‧代數‧分析》的第一、二段中，指出未來中學數學師資的培育問題，尤

其一般數學系的課程與教學，顯然無法推卸責任： 
近年來，在大學數學教師及其他理科教師中間，對如何更好地培養未來中學師資產生

了廣泛的興趣，這確實是一種新的現象。在此之前，長期以來，大學裡的人只關心他

們的科學本身，從來不想一想中學的要求，甚至不考慮與中學數學的銜接。結果如何

呢？新的大學生一入學，他面對的問題，好像與中學學過的東西一點也沒有聯繫似

的。當然，他很快就忘記了中學階段學習過的東西。但是，他們畢業後擔任教師，又

突然發現他們必須按中學教師的教法，來教授傳統的初等數學。由於缺乏指導，他們

很快就墜入相沿成習的教學方法，而他們所受的大學訓練，則至多成為一種愉快的回

憶，對他們的教學毫無影響。 

Klein 這一百年前的觀察，絕對歷久彌新，我想只要曾任教於國內大學教育學程的數學家，

一定心有戚戚焉吧。緊接著，我們再來引述 Klein 的第二段： 

現在的改革運動，就是要克服這種對中學教學和大學教學都沒有幫助的雙重不連貫

性。一方面，要努力在中學教材中注入由線代數學進展得來與現代文化相一致的新觀

念（本書將不斷有機會探討這一點）；另一方面，又試圖在大學教育中把中學教師的

需求考慮進去。我現在為你們開設的這樣一個綜合的課程，正是幫助你們提高的最重

要的方式之一。……我的始終之一的任務，是向你們指明一般課程中，沒有充分指明

的各個數學領域中種種問題的相互聯繫，尤其是強調這些問題與中學數學問題的關

係。我希望通過這種方式使你們更易於掌握從大量放在你們面前的知識中，汲取促進

數學的養料之能力。而你們進行學術研究的真正目標，我認為就在於掌握這種能力。 

如果運用現在非常時髦的術語，來綜合上述這一段話，那麼，我們可以說 Klein 早已為『教

學用的學科知識』(pedagogical context knowledge，簡稱 PCK) 發為先聲了。這是 1980 年

代國際數學教育研究中，L. S. Shulman 提出來的最有創意之概念，其目的之一，便是在於

強化中學數學教師的教學能力，從而期待大學數學系的高等數學訓練，可以實質地幫助他

們的中學教學工作。 

 這一個十分有用的概念，當然不是憑空想像得到。上引 Klein 這兩段文字，也絕對不

是乾澀的數學教育修辭 (rhetoric)。事實上，Klein 的這一些論點完全出自他的身體力行，

其中最重要的，莫過於他親自『下海』，編寫像《高觀點下的初等數學》(Elementary 
Mathematics from Advanced Viewpoint) 這樣的教師進修著作，與中學教師分享他對於數學

教育的『想像』與『期許』。 

我們不妨簡略回顧一下 Klein 的數學教育生涯。1900 年之後，Klein 意識到數學教育

改革，除了加強師資的培育工作之外，中學數學課程的改革也是相當重要的一環。由於

Klein 的呼籲，1900 年召開的學校會議 (Schulkonferenz) 強調應用數學的重要性，並要求

中等學校講授微積分和解析幾何。1904 年，Klein 在哥廷根對參加講習班的中學教師發表

演講，更主張函數概念數學教學的核心。同一年，普魯士科學家會議在 Breslau 召開，在

Klein 的提議下，決定成立數理教育委員會，並且委託包括 Klein 在內的十二人，寫下在翌

年 1905 年 Meran 會議上公布的『中學數學課程大綱』。它的主要精神是： 
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  ‧教材的選擇與排列，應適應於學生心理的自然發展。 

  ‧融合數學的各分科，密切與其他各學科的關係。 

‧不忽略邏輯訓練，但實用面向也應列為重點，以便培育學生對自然人文社會現象，

擁有數學觀察的能力。 

‧為達到此等目的，應養成函數思想和空問觀察的能力，作為數學教學的基礎。 

顯然為了連繫初等數學課程和高等數學之間的關係，Klein 在 1908 年出版的《高觀點下的

初等數學》（第二冊主題為『幾何』，第三冊主題則是『精確數學與近似數學』），其主

要訴求正如前述，就是為了訓練在職的中學數學教師。 
這些貢獻，也使得 Klein 在數學教育領域內成就非凡。事實上，Klein 在數學教育界的

影響，已經從德國延伸到國際了。1908 年第四屆國際數學家大會在羅馬舉行，與會數學家

正 式 通 過 一 項 提 案 ， 決 定 成 立 國 際 數 學 教 育 委 員 會  (International Commission on 
Mathematics Education, ICMI)，第一任主席就是 Klein。從 1908 到 1914 年中，在 Klein 領

導下的 ICMI 做了大量的工作，這六年累積的各國數學教育情報告、以及在會議上的專題

報告，乃是極為寶貴的數學教育史資料，至今仍不失其重要價值。 

二、Hilbert 觀點 vs.歷史角度 

 現在，根據 PCK，我們回來咀嚼〈回顧〉一文引述的 Hilbert 一段話： 
數學中每一步真正的進展都與更有效的工具和更簡潔的方法之發現有關，這些工具和

方法同時有助於理解已有的理論，並把陳舊、繁瑣的東西拋到一邊，這是數學發展的

基本特質。 

旨哉斯言！不過，卻擺脫不了數學家本位的『現身說法』。如果我們運用它來回顧中（小）

學數學時，也應注意龔、張兩位作者所指出的『循序漸進過程』之重要，因此，『低級的』

數學之學習仍然有其必要。 

 在〈回顧〉一文中，龔、張兩位作者所提供的例證，可以參考該文第二節『算術與代

數』，以及第三節『幾何與三角』。顯然，他們的假設似乎是：Hilbert 的觀點符合歷史的實

際情況。我們不想在此爭論 Hilbert 的史觀，這是因為即使他的觀點合宜，也並不表示一定

適合充當中小學教學的指引。這種迷思只要不打破，涉及『實作理論』(practical theory) 的

數學教育，大概很難提升，而稍有名氣的數學家基於使命感，也容易『隨性地』介入教育

場域。如此，數學教育改革的爭議終將沒完沒了。 

 有關『算術與代數』這一節的內容，龔、張兩位作者所舉的例證，是聯立方程組與一

元高次方程之解法。至於有關算術與代數之區別或關連，他們指出算術為『計算的技術與

方法』，代數則是『以符號代替數字』。這種刻畫完全忽略了這兩個分支的本質差異，譬如

說吧，等號『＝』的意義在這兩個學科中就完全不同，這是數學教育研究老早發現的成果

之一。此外，韋達 (F. Vieta) 的符號法則 (symbolism) 所代表的意義，也不應輕忽待之，

這是因為如此一來代數與算術的研究對象，終於有了清楚的劃分，亦即前者對象為形式 
(form)，而後者為數目 (number)，而這往往是初學代數的中學生之罩門。 

 儘管如此，我們也必須指出在符號法則 (1590 年代) 問世之前，卡丹諾 (G. Cardano) 與

斐拉利 (Ferrari) 的三、四次方程解法早已完成 (1545)。因此，我們很難將方程論歷史的
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巨大突破，歸功給符號法則。事實上，卡丹諾也已經察覺二、三次方程的根與係數關係，

只是無從說明其意義。這一史實，更提示『符號』在數學史上，並不適合作為區分算術與

代數的單一指標。譬如，《九章算術》用以解聯立一次方程組的『方程術』，就完全缺乏代

數符號，但是，當時的中國數學家卻能發展出等價於高斯消去法 (Gaussian elimination 
method) 的解法，可見代數符號的表徵，絕對不是必要條件！ 

 再者，有關中學代數到大學近世代數的平滑銜接，也沒有受到龔、張兩位作者的應有

關照，無形中削弱了『回顧』的力道，實在相當可惜。對於很多的中學數學教師而言，他

們始終無從理解高中與大學的代數何以大大地不同！究其原因，代數方程式理論顯然未曾

扮演媒合的角色。因此，如果數學家在講授近世代數之前，有機會複習代數方程式的根與

係數關係之意義，並『複製』J. L. Lagrange 的『失敗』經驗，那麼，我們對於前述 Hilbert
的史觀，或許就可以更深入理解了。 

三、貼近《幾何原本》的必要性 

 在〈回顧〉一文第三節『幾何與三角』中，龔、張兩位作者花了很多篇幅介紹歐幾里

得的《幾何原本》。因此，他們對於這一部數學經典是否『忠實』，筆者基於數學史的教學

經驗，不得不吹毛求疵，希望作者與讀者多加包涵才是！ 
 首先，《幾何原本》共有 13 冊，其中含 5 個設準 (postulate)，5 個公理 (common notion)，
468 個命題 (proposition)（含定理與作圖題），因此，〈回顧〉一文所謂的『119 個定理和 365
條定理』不知所據為何？至於第五設準（或如〈回顧〉一文所說的『公設』）的引文： 

若一直線落在兩直線所構成的同邊內角和小於兩直角，那麼把兩直線無限延長，它們

將在內角和小於兩直角的一側相交。 

則有明顯的謬誤！請參照英文版本如下： 
That, if a straight line falling on two straight lines makes the interior angles on the same 
side less than two right angles, the two straight lines, if produced indefinitely, meet on that 
side on which are the angles less than the two right angles. 

其中，『無限延長』顯然譯自 “if produced indefinitely”。其實，“indefinitely” 根本沒有『無

限』(infinitely) 的意思。此外，如果共平面的兩直線相交（亦即『不平行』），則顯然不需

要經過『無限延長』的程序。不信的話，請再參考《幾何原本》第一冊第 23 定義： 
Parallel straight lines are straight lines which, being in the same plane and being produced 
indefinitely in both directions, do not meet one another in either direction. 

請注意在『平行』情況下，兩直線的延伸也是 “indefinitely” 而已！ 
 在第五設準的英文版引文中，一開頭的 “That” 也很值得討論，這是因為它涉及了古

希臘演繹科學（如數學知識結構）中的 “postulate” 與 “common notions”的地位之不同，

只是我們現在只用 “axiom” 一詞，以是 “postulate” 與 “common notion” 的差異，就變得

不重要了。事實上，不同於五個公理，在五個設準之前，有一個共用的英文句子如下： 
 Let the following be postulated:  
如此一來，“That” 的出現當然就十分必要了。 

四、其他反思 
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 〈回顧〉一文也說明了非歐幾何的出現經過，不過，未曾提及 Giovanni Saccheri 
(1667-1733)，則是一大不足。因為即使不引述康德 (I. Kant) 的歐氏幾何真理之主張，

Saccheri 在認識論上的『盲點』，也值得大書特書，否則高斯、Bolyai 與 Lobatchevsky 的

『非歐革命』就沒有太大意義了。此外，有關非歐幾何與微分幾何之關連，〈回顧〉一文

的處理，也忽略了歐拉與高斯在古典微分幾何（尤其是曲面論）上的不朽貢獻，因為如此

一來，微積分的角色好像毫不相涉了。這對於『循序漸進』的學習策略而言，是一個相當

奇怪的安排，應該注意修訂才好。 
 另一方面，〈回顧〉一文有關『三角函數』的介紹，也給了我們十分牽強的印象。其

實，在古希臘時代，三角學的理論發展，主要得力於現在所謂的『托勒密定理』，因此，

古希臘三角學當然離不開幾何學。在目前的高中三角課程單元中，過度代數化已經成為很

多教師心中的痛。因此，當我們追本溯源時，或許應該將三角學回歸到幾何母親的懷抱，

如此，我們進行教材連貫時，才容易掌握一些數學本質的制高點。試想如果三角離不開幾

何，歐拉公式也離不開幾何，那麼，幾何意義的銓釋，當然就可以成為代數化的三角學之

高觀點了。 

四、結語 

 總之，有關中學數學如何回顧，筆者當然有所期待於數學家社群，可以貢獻更細緻的

討論。其實，龔昇、張德建兩位作者如果願意『拉長戰線』，從更多的面向（歷史的，教

育的，甚至哲學的）切入，那麼，有很多看來有一點急就章的論述，一定可以得到更多的

關照，而讓全文結構顯得更加圓潤。如此，講題即使多寫一點（不只五講），那又何妨呢？

還有，中學數學似乎也值得多談一點，讓『回顧』時有本有料！ 
 另外，筆者也希望龔昇、張德建兩位作者暫時將 Hilbert 拋開（尤其是他的那兩句箴

言），大可不必言必稱 Hilbert！這就好比我們在『統整規範』各色各樣的幾何學時，也不

必非按 Klein 的變換群不可（事實上，也不可能！）一旦累積大數學家的多元觀點之更多

『籌碼』時，或許我們自己的主張，就會不知不覺地現身了。金庸寫張三豐傳授張無忌太

極拳時，一直問他『忘記』了沒？這或許是我們所期待的境界吧！ 
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駒場教養學部的傳奇（之二） 
                                      交通大學通識中心  李弘祺教授 

東京大學的通識教育是由它在駒場校區的教養學部來負責的。教養學部的創立已經將

近六十年，我在<駒場教養學部的傳奇>一文中，對它的創辦人矢内原忠雄的生平已經有了

簡單的介紹。 

這一次我回到東京大學，拜訪了渡邊浩和小島毅兩位教授，對東大的教養學部有了更

進一步的認識。渡邊浩是東大法學院的教授，曾擔任東大的副校長，專門研究中國法制史，

當然對日本法學也有精深的研究。小島毅專門研究中國近世史（相當於宋元明歷史），但

是對日本早期的思想史也鑽研頗深，他最近的新書談的是「靖國」的觀念，可見他敢於處

理棘手的問題，不憚潮流，是不容易找到的學者。渡邊浩由於擔任過東大的副校長，所以

他的立場多少會反映官方的看法。小島是本部專業學門的教授。但也在教養學部開課，對

本部教授與教養學部教授之間的關係，有切身的現實説法。綜合他們兩人的説辭，可以得

到比較持平的觀點。 

通識教育是人言人殊不容易有共識的「一門」學問。我也知道來參與它的工作，吃力

而不討好。不過，我還是從「博雅」或「博文」教育的觀點，來努力從事它的推展。今天

世界最好的大學絕對是哈佛大學，而哈佛大學的大學部 (即 Harvard College) 是全校最有

錢、最有力量的部門，也就是說它的教育就是哈佛傲人成就的基礎。哈佛學院的教育就是

通識教育：我們一般稱為文理學院也者，就是教育部翻譯為博雅教育的基礎大學教育。我

一直瞭解的通識教育正是這樣的博雅 (我喜歡用博文，用孔子「博學以文」的理想)教育。 

東京大學的教養學部應當是模仿這樣的基礎教育：所有新生都到駒場的教養學部去讀

一年級和二年級，然後再選系，陸續到校本部去就讀。換言之，東大入學時，學生並不馬

上分系。而只是粗略地分成文科和理科學生兩大類（每一類再次分爲三小類，故一共有六

類；轉類過去比較困難，但從 2008 年以後，將大量放鬆）。第二年中才開始選擇他們要去

攻讀的學系。 

教養學部的教員大概也是本部專業的教員，但他們在教養學部開的課多為跨院系的

課，合乎基礎或核心的構想。教養學部專任的教師則屬於一個叫作綜合文化研究科。綜合

也者，近於「通識」，教授的主要是人文社會的科目，以「文化」(認同與歧異，這是我的

解釋) 為貫串的中心關心。三年級以後如果想在這方面繼續攻讀的，便留在駒場，讀所謂

的「後期」教養學部。「後期」的學科分爲六門（下面次分各系）：語言情報門（language and 
information）、超域文化門（interdisciplinary cultural studies）、地域文化研究門（area studies）、
國際社會門（social and international studies）、廣域科學之生命科學門（life and cognitive 
sciences）、廣域科學之相關基礎科學門（basic sciences）、廣域科學之系統科學門（general 
systems studies）等。這裡的學生的訓練因此強調的是通識，不標榜高深的學術，而重視學

生對基本知識的確實把握，顯然以能舉一反三作爲教學方法的根本。 

留在駒場繼續攻讀「後期」的學生，數目大約有一百人（每年全學部收入的新生數目

約為三千人）。由於駒場的教育注重廣泛的文化素養，因此它的畢業生一般來説，都具有

比較好的語言能力，畢業後成爲企業界的最愛，遠勝於在本部讀書的專科學生。東大的教
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養學部是從通識教育的理念發展而成，可見它的重要性。美國現在有許多 liberal studies 的
碩士課程，其發展蓬勃就是因爲警覺到全球化需要有具備不同文化素養的人才，因此提供

文化專攻的課程，希望給那些具有管理或專業學位的人有基本文化的認知，以便在全球化

的現代世界裏，能具有競爭的優勢。最近，卡内基基金會就曾經撥款專門研究管理學如何

可以借助人文學科的訓練。這些發展與東大的觀念正是不謀而合。當代日本有名的記者若

林正丈，他講的一口非常流利的中文，臺灣許多學者應當對他不陌生。他就是東大教養學

部的教授。 

東大本部的教授不免對教養學部的教授有瞧不起的情形，但是由於教員並不死硬地分

成兩種，而且實際上，在兩部門都可以開課，因此，歧視的情形並不會造成太大的問題。

例如小島教授，他除了在本部的文化思想學科擔任教授之外，也在教養學部開課。教授們

對自己拿手的科目，常常爭取要到教養學部去開課，理由很簡單，因爲這樣他可以吸引學

生來跟自己念書。 

哈佛的博雅教育是美國優秀大學所共同採用的模式。他的特色，如上所說，與東大的

「前期」教養學部是一樣的。當年矢内原忠雄設立教養學部時，應當是仿造美國的 liberal arts 
education，這一點我想沒有問題。可見當代世界上第一流的大學，都以博雅教育為它的高

等教育的基礎。台灣只是全球化了的世界的一個邊陲地區，只是一個難受重視的附庸經濟

體，因此完全採行美國或東大的模式(東大的教養學部雖未為日本普遍採行，但渡邊浩告

訴我說現在模仿的越來越多)或許沒有真正的需要，也或許時機還沒成熟，但思考通識教

育，有樣學樣，我認為至少在想像或憧憬的過程中可以用它來作為指涉的參考。（九六、

五、十四  晨 於交大初稿。九六、五、十六修訂。本文修訂完畢，消息傳來，哈佛大學

通識教育的改革已經於今天定案。這是近年來美國高等教育的大事，謹誌於此，作為紀念。） 

 

參考文獻： 

李弘祺 (2007).〈駒場教養學部的傳奇〉，《HPM 通訊》10(4): 1-3。 
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從圓族(系)的教學中成長--數學史的幫助 

台師大數學系碩士班研究生 王鼎勳 

一、 研究動機 

在翰林出版社發行的《數學天地》第 23 期 (NO.23) 中，有一篇〈用向量來看圓系〉，

將圓系的由來與好處，完整且清楚交代了一次，相信各位教育界的先進應該早能將這個方

便的工具上手。而今天我的報告的方向，就不再贅言該文提過的內容。1

    在教學時，圓系的使用是方便的，但常碰上學生問「為什麼？」，要把它像〈用向量

來看圓系〉一樣講清楚說明白，又覺得曠日費時，講完學生也不見得聽懂，這個時候便要

開始傷腦筋，到底要不要介紹。筆者的經驗中，「教了」真的好處很多，但也很浪費時間，

「不教」遇上一些較特殊的命題，雖然可用替代方案但又不方便。在兩難之際，通常筆者

會選擇「教」，所以，只剩下一個問題，如何合理且較快速的讓學生接受『族』（或『系』）

的想法呢？便是本文的目標。從數學史的角度來切入，看看能否解決老師的「麻煩」。 

二、窮竭法的由來 

    哲學家柏拉圖 (Plato，427B.C.－347B.C.) 在雅典創辦著名的柏拉圖學園

（Academia），2他專心致志地教學、著述和培養數學家，3幾乎所有前第四世紀重要的數學

成就，都是柏拉圖的朋友或學生的傑作，4柏拉圖學園成為早期畢氏學派和後來長期活躍的

亞歷山大學派之間聯繫的紐帶。歐多克索斯 (Eudoxus，約 408B.C.－355B.C.) 是該學園最

著名的人物之一，他創立了同時適用於可公度量及不可公度量的比例理論。5  
    歐多克索斯除了提出比例論 (theory of proportion) 解決了不可公度量的問題，6又提出

窮竭法 (method of exhaustion) 初步克服了動點成線，動線成面，動面成體。換言之，線、

面、體分別由點、線、面組成。但是，點沒有長度，如何累積出有長度的線段？同理，線

段只有長度，沒有寬度，即線段沒有面積，如何累積出有面積的平面領域？面有長度與寬

度，但沒有厚度，即面沒有體積，如何累積出有體積的空間領域？這些問題更深刻難纏，

直到微分法與測度論 (measure theory) 出現才完全解決。這是他對數學的兩個偉大貢獻。7

窮竭法 (method of exhaustion) 一詞有雙重意義。一是將所有可能的情形都一一考慮到

                                                 
1 此篇文章為北一女中蘇俊鴻老師所寫，蘇老師目前也是師大數學系的博士班的研究生，專長是數學史。此

篇文章的主要內容，據筆者與作者討論的結果，作者指出其動機或目的，應為如何導出圓族(系)。 
2 梁宗巨著《世界數學通史》上冊，頁 273。提出：這所學園一直存在到 529 年拜占庭皇帝查士丁尼（Justinian）

下令關閉所有的希臘學校為止，前後延續九百多年，時間之長在歷史上也是罕見的。以學園為中心，自然形

成一個相當強大的學派。 
3 參閱M.克萊茵著、張祖貴譯《西方文化中的數學》，頁 31。 
4 參閱林炎全、洪萬生、楊康景松譯《數學史-數學思想的發展》上冊，頁 47。柏拉圖本身對於這些作品的

潤飾下了許多工夫。 
5 參閱梁宗巨著《世界數學通史》上冊，頁 277-279。根據亞里斯多德的記述和後來許多評注家的分析，歐

幾里得《幾何原本》的卷V和卷XII主要取材於歐多克索斯的工作。當然有的工作還散見于卷VI，X和XIII之
中。 
6 畢氏學派認為數是實體的最根本成分，數如果離開意念的實體就不能存在。不可公度量或無理量的發現，

或許是這個學派最大的貢獻，但卻與他們的信條抵觸。他們認為萬物都可以用數來表示，所謂數，就是自然

數與分數。可公度量即為有理數。 
7 請提醒自己歐多克索斯是希臘時期的人物，卻已有微積分的思維在裡頭了。 
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的一種證明方法，現在譯為『窮舉法』；另一種是指某一個圖形(如圓)被另一個圖形(如內

接正多邊形)所逐步『窮竭』(填滿) 譯為『窮竭法』。8窮舉法即將所有的狀況舉出，再逐一

將不可能的狀況討論完畢，即得證。9而所謂窮竭法的原理是指：假設 M0 與 ε 為任意給

定的兩個幾何量（如長度、面積或體積等等，因此它們皆為正的量，我們想像 M0 很大，

ε 很小）。從 M0 減掉大於等於形 0
1
2

M 的量，剩下M1；再從 M1 減掉大於等於 1
1
2

M 的量，

剩下 M2；仿此不斷地作下去，得到數列 M , M , M1 2 3 ……，那麼就存在某個自然數 n，使

得 nM ε< 。我們不能將『窮竭法』完全歸功於歐多克索斯，但畢竟從他之後，整個『窮竭

法』的方法便定型了。 
而本文需要的概念 (方法) 即為窮舉法，筆者的作法是將代數意義與窮舉法結合便可

使原本不容易理解的『族』（或『系』）的想法，轉化成較容易的方式。當然，前提是學生

的代數意義可以快速轉換成幾何意義，這個方法才快得起來，而通常教授圓族（系）時，

已經是高二的學生了，一般的幾何圖形與代數意義的連結應不成問題才對。 

三、直線族（系） 

從代數意義上通過兩直線的交點，得到的第三條直線為什麼可以用其他兩條直線表示

呢？ 

以代數明之， ，若1 1 1 1

2 2 2 2

: 0
: 0

L a x b y c
L a x b y c

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

( )1 2 0 0, L L P x y∩ = ，則過 的直線 可

表為

( 0 0 , P x y ) L

1 2 0L Lα β+ = ，亦即 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2: 0L a a x b b y c cα β α β α β+ + + + + =

) 0=

，根據窮舉法知

為一個二元一次方程式，其形必為直線，故

只須驗證 帶入 是否成立即可： 

　 　 　 

( ) ( ) (1 2 1 2 1 2:L a a x b b y c cα β α β α β+ + + + +

( )0 0 , P x y L

( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 0 1 2a a x b b y c cα β α β α β+ + + + +  

       （( ) ( )1 0 1 0 1 2 0 2 0 2a x b y c a x b y cα β= + + + + + 1 2P L P L∈ ∧ ∈
0

∵ ） 
       0 0α β= ⋅ + ⋅ =  
也就是說 為過 （亦即 與 交點）的任一直線。得證！L ( 0 0, P x y ) 1L 2L 10    同樣的概念可以

類推到平面族（系），現在便不多做介紹了，11以下來看看主角圓族（系）又是如何推導呢？ 

四、圓族（系） 

教到圓方程式時，一般而言會從定義出發，先導出圓標準式： ( ) ( )2 2 2: x h y k rΓ − + − = ，

再將圓標準式展開，而得到圓一般式： 2 2: x y dx ey f 0Γ + + + + = 。接著，應該會討論配方

的狀況： 
2 2 2 2 4:

2 2 4
d e d e fx y + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
k（= ） 

(i) 當 ： 為一圓。 0k > Γ

                                                 
8 參閱梁宗巨著《世界數學通史》上冊，頁 280。 
9 此法現今歸類到反證法中。 
10 直線族的想法的幾何理論的根據，應為法向量線性組合的唯一性，而此僅利用代數式的幾何意義，讓學生

較容易連結。 
11 平面族的想法與直線族一樣，還是可以利用法向量的線性組合得到。 
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(ii) 當 ：Γ為一點。 
(iii) 當 ： 沒有圖形。 

0k =
0k < Γ

換言之，所有 退化或沒退化的情形便只有三種，也因此若兩圓

，且兩圓的交點

2 2: x y dx ey fΓ + + + + = 0

1 1
2 2

2 2

: 0
: 0

C x y x e y f
C x y x e y f
⎧ + + + + =
⎨

+ + + + =⎩

2 2
1 1

2 2

d
d

( ) ( )1 1 2 2,  ,  , P x y Q x y ，過 與 交點的所

有圓方程式C ，皆可表為

1C 2C

1 2:C C C 0α β+ = ，也就是要驗證

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2: 0x y d d x e e y f fα β α β α β α β α βΓ + + + + + + + + + = ，Γ這個圖形必過

兩點，( ) (1 1 2 2 ,  ,  , P x y )x yQ 12且當 0α β+ ≠ （可同除α β+ ），13得到

它便是圓的一般式，此時只剩一個概念要驗證，「它有無退化？」

或「它為什麼一定是圓？」，此時再引入窮舉(竭)法，稍作說明： 
　  (i) 不可能沒有圖形，因為

2 2: x y d x e y f′ ′ ′Γ + + + + = 0

Γ ( ) ( )1 1 2 2,  ,  , P x y Q x y 在Γ上。 

    (ii) Γ不可能是一個點，因為至少 ( ) ( )1 1 2 2,  ,  , P x y Q x y 在Γ上，已有兩個點 
       了。 
由 (i)、(ii) 與窮竭法得證，過過 與 交點的所有圓方程式C ，皆可表為1C 2C

1 2: 0C C Cα β+ = ，也就是C x2 2: 0y d x e y f′ ′ ′+ + + + = ，如此便可較輕易的介紹或引入圓族

（系）的想法。 
五、結語 
    從圓族（系）的教學活動中，引入窮竭法裡面可以得知：在教學上引入數學史料時，

學生的回饋通常都是正面的，學生會訝異為何兩千多年前，歐多克索斯（Eudoxus，約 408B.C.
－355B.C.）可以想出窮竭法，而窮竭法，竟可以輕易的將圓族（系）的概念解決，也因為

有如此的互動，學生會較輕易的上手，而將數學史引入教學的模式為何？應該沒有固定的

模式才對，它可以是歷史、亦可以是軼事、也可以是故事、甚至是數學的推導過程…。香

港大學蕭文強教授曾說：「數學史就是數學本身！」我認為，我們沒有必要將數學史獨立

出來教授，亦不應該抗拒教授數學史。14數學史只是教學策略的一部分，如果我們以「不

考就不教」或「要教就要考」的態度來處理數學史，那麼對整個教學而言，將會是十分悲

哀的！亦正如蕭教授所說：「吸收和運用數學史，既充實了自己，亦豐富了教學。」我認

為，無論是我的學生，或者是我自己，都是研習數學史的得益者！蕭文強教授有一句很有

意思的話：「為教人而教書，由教書而教人。學無止境，教無止境。」15共勉之！ 

                                                 
12 因為P、Q兩點代入Γ後，必使得

1 2 0C Cα β+ = ，因此P、Q兩點必在Γ上。 
13 若等於 0，Γ為一次式，不滿足題意的要求，題目要求圓。 
14 這便是一般人的迷思了，一般以為數學史是歷史，應與數學教學無關。 
15 筆者有幸於 2006 暑假前，與蕭教授與HPM團隊參與研討會，於座談中所提。 
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中國計算球體積的方法：牟合方蓋 
台師大數學系大四學生  洪弘倫、林政勳、吳宜峻 

一、前言 

在高中時期，相信很多人便已經接觸到圓面積以及球體積公式，對於圓面積，大家都

很欣然的接受以 π（圓和以圓半徑為邊長的正方形面積的比值）進行運算，但是對於球體

積，則是囫圇吞棗的硬記，只是模糊的知道似乎可以用微積分進行證明，而微積分卻是在

球的體積公式一千多年後才出現，在這之前球體積公式早被大家所接受運用，在西方世界

裡，球的體積早被阿基米德提出並証明，而中國則是在《九章算術》中出現 （D 為

直徑），之後被劉徽指出此公式誤差過大，進而提出牟合方蓋這個特殊的立體圖形想修正

公式，可惜卻無法計算出其體積，直到一百多年後，才由祖沖之父子延續其想法，算出牟

合方蓋的體積，並修正球體積公式。 

316 / 9D

那麼牟合方蓋到底是什麼呢？為何這個問題要過一百多年才有人解決呢？計算這個

立方體的體積難在何處呢？以下我們先為大家介紹劉徽及祖沖之父子的生平事蹟，再進一

步分享他們對於球體積所提出的奇特想法。 

二、劉徽的生平 

劉徽（公元 263 年左右）中國魏晉年間人。籍貫是淄鄉 (今山東鄒平)，生卒年不詳。 

據《隋書‧律歷志》(公元 7 世紀)記載，他於公元 263 年注釋《九章算術》。劉徽在該

書序中自敘說「徽幼習《九章》，長再詳覽」，可知他早年就學習過《九章算術》，成年後

又繼續深入研究。他除了注釋《九章算術》外，還撰寫了《重差》作為該書第 10 卷。唐初

以後，《重差》以《海島算經》為名獨立成書。《九章算術》是中國古代流傳下來的最重要

的數學著作，幾乎集中了秦漢時期的全部數學知識。劉徽全面論述了《九章算術》所載的

方法和公式，指出並糾正了其中的錯誤，在方法和理論上做出傑出貢獻，成為中國古代數

學理論的奠基者。他的主要貢獻有： 

．創立割圓術、運用樸素的極限思想證明圓面積公式及計算圓周率，得到近似值，得

到 π 的近似值為 3.14。 

．發展天文觀測中的重差術，提出重表法、連索法、累距法三種基本方法； 

．重視邏輯推理，同時又注意幾何直觀的作用，採取「析理以辭，解體用圖」的注釋

方法； 

．發展了「率」的理論、齊同原理和出入相補原理； 

．提出所謂的「劉徽原理」，並用極限思想對之作了證明。 

在求體積問題上，劉徽給出了 4 種稱為「棊」的立體模型：立方、塹堵、陽馬、和龞

臑，其中，龞臑並非實際生活中所會用上之物品，但沒有龞臑便無法計算陽馬之體積，而

沒有陽馬便無法進一步計算錐、亭(台)之類的體積，此外，劉徽指出《九章算術》中球體

積公式誤差過大，而設計了「牟合方蓋」(直徑相同的兩個正交圓柱的公共部分)，為日後

祖晅原理的建立指明了方向。 
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總之，經過劉徽注釋的《九章算術》影響深遠，支配中國數學的發展 1000 多年，成為

東方數學的代表作，劉徽應居首功。 

三、祖沖之父子的生平 

祖沖之，字文遠 (公元 429-500 年) 祖籍范陽郡道縣 (今河北省淶水縣北)人。他生活在

南北朝時代，出身於天文、曆算世家，是劉宋王朝奉朝請祖朔之的兒子。他歷任徐州從事

吏、公府參軍、婁縣令、竭者僕射、長水校尉等職。 

祖沖之的傑出成就主要在數學、天文曆法和機械三方面，他研究過《九章算術》及劉

徽注。在天文曆法方面，祖沖之創製了《大明曆》，最早把歲差引進曆法。可惜終其一生

《大明曆》都沒有機會使用，直到其子祖晅在南齊任官時，才獲得頒布使用，這是南齊天

監八年 (509 年)，距離祖沖之謝世已有五年，而距離他制定那一年 (大明六年，公元 462

年)，則更是長達 47 個年頭了。此外，祖沖之算出地球繞太陽一周所需的時間是 365.24281481

日等數據，和現在用精製的儀器得到的數據 365.2422，他的數字準確到小數第三位，在一

千多年前，這成果是值得驕傲的。 

祖沖之父子的數學成就十分豐富，《綴術》是他們的代表作，唐初被列入《算經十書》

之一，在明算科中，修習時數高達 4 年，可惜，現在已失傳。在其他的著作中，我們可知

他們的數學成就有圓周率、球體積和開帶從立方等三個方面。在圓周率方面,祖沖之接續了

劉徽的工作，算到了圓內接正 24576 邊形，結果得到了圓周率 π，提出了

3.1415926<π<3.1415927，他並且取 22/7 作為約率，及 355/113 作為密率 (現稱祖率)。可惜，

隨著《綴術》的失傳，使我們很難掌握「祖率」的由來。祖晅亦解決了魏晉時期劉徽所留

下的計算球體的體積，其中運用到「冪勢既同，則積不容異」的原理 (現稱祖晅原理)，該

原理在西方亦稱卡瓦列利 (Bonaventura Cavalieri, 1598-1647) 原理。 

機械學方面，他設計製造過水碓磨、銅制機件傳動的指南車、千里船、計時器等等。

在音律表現在他「當時獨絕」的「解鐘律博塞」。所謂「博」與「塞」是指古代兩種遊戲，

今已失傳。不過，史載稱玩家需要懂一點數學，祖沖之也因善解這些遊戲之奧妙而馳名於

當時。著實是歷史上少有的博學多才的人物。 

四、祖沖之父子如何完成牟合方蓋 

先看一則在《九章算術》給定球體積求半徑的題目。《九章算術》卷四〈少廣〉： 
今有積四千五百尺。問為立圓徑幾何？ 

答曰：二十尺。 

又有積一萬六千四百四十八億六千六百四十三萬七千五百尺。問為立圓徑幾何？ 

答曰：一萬四千三百尺 

開立圓 

術曰：置積尺數，以十六乘之，九而一，所得開立方除之，即立圓徑。 

在《九章算術》中，球的體積公式為 3

16
9 DV = ， 為球的直徑(即上所指「圓徑」)、

為球的體積(即上所指「積尺」)。這個公式怎麼來的呢？ 

D

V
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在一立方體內取內切圓柱，則圓柱體為立方體體積的四分之三(此依周三徑一之率)，
古人將圓柱體視為立方體，誤認內切球體積為圓柱體體積的四分之三，所以得到球體積為

立方體體積的十六分之九，將球體積轉化成同體積之立方體再開立方即為立圓徑。劉徽明

白指出此公式是有問題的，而且真正橫截出的圖形是牟合方蓋形。 
開立圓劉徽注釋： 

立圓，即丸也。為術者，蓋依周三徑一之率。令圓冪居方冪四分之三，圓囷居立

方亦四分之三。更令圓囷為方，率十二；為丸，率九；丸居圓囷又四分之三也。

置四分自乘得十六分，三自乘得九，故丸居立方十六分之九也。故以十六乘積，

九而一，得立方之積。丸徑與立方等，故開立方而除，得徑也。然此意非也。 
接著，劉徽說明牟合方蓋如何得出：對立方體先截出其內切圓柱體，接著再橫圓截出 

(見圖一)，得牟合方蓋，取八塊中的一塊即圖二，有點像是生活常見的雨傘，不過雨傘的

傘骨要修正成四隻。劉徽也指出球與牟合方蓋體積比為π ：4 即圓率比方率，並非九章算

術所誤認之球與圓柱體的體積比。 
取立方棊八枚，皆令立方一寸，積之為立方二寸。規之為圓囷，徑二寸，高二寸。

又復橫圓之，則其形有似牟合方蓋矣。八棊皆似陽馬，圓然也。按合蓋者，方率

也。丸居其中，即圓率也，推此言之，謂夫圓囷為方率，豈不闕哉？ 

 
 

 
 
 
 
 
 

 圖一 圖二

 
 
不過，劉徽始終沒求出牟合方蓋的體積，並期待能言者出現。 

欲陋形措意，懼失正理。敢不闕疑，以俟能言者。 

二百年後，祖沖之祖晅父子承繼了劉徽的工作，完成牟合方蓋的體積計算公式，球體

積公式也隨之解決。祖晅之開立圓術曰：以二乘積，開立方除之，即立圓徑。( 3 2VD = )

如 GSP 所示，立方體被截成四個部份。 

唐李淳風註：於是立方之棊分而為四：規內棊一，謂之內棊，規外棊三，謂之外棊。

先觀察等高截面的情形。內棊截面為正方形 OABC，外三棊截面分別長方形 ADFB、BFGH、

CBHI。外三棊的截面積合為正方形 ODGI 減去正方形 OABC 
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B FC

A DO

I GH

 
 
 
 
 
 
 
 

圖三  

即
22

OAOD − ，再觀察直角三角形 OAJ 得到
22

OAOD − =
22

OAAJ − =
2

OJ ，則等高時外三

棊截面積合同於一倒立陽馬的截面積，(因三角形 KLM 為等腰直角三角形) 參見 GSP： 
以句股言之，令餘高為句，內棊斷上方為股，本方之數，其弦也。句股之法：以

句冪減弦冪，則餘為股冪。若令餘高自乘，減本方之冪，餘即內棊斷上方之冪也。

本方之冪即內外四棊之斷上冪。然則餘高自乘，即外三棊之斷上冪矣。不問高卑，

勢皆然也。…按陽馬方高數參等者，列而立之，橫截去上，則高自乘與斷上冪數

亦等焉。 

現已證得等高外三棊截面積同於一倒立陽馬截面積，且因兩物等高時截面積一樣者，

其體積相等： 
夫疊棊成立積，緣冪勢既同，則積不容異。 

陽馬體積為立方體體積的三分之一，則推得內棊體積占立方體體積的三分之二，將八

個內棊合成一牟合方蓋，且已知球體積比牟合方蓋體積為π ：4，故得球體積

33

2
1

43
2 DDV =×=

π
： 

三分立方，則陽馬居一，內棊居二，可知矣。合八小方成一大方，合八內棊成一

合蓋。內棊居小方三分之二，則合蓋居立方亦三分之二，較然驗矣。置三分之二，

以圓冪率三乘之，如方冪率四而一，約而定之，以為丸率。故曰丸居立方二分之

一也。 

五、結論 

我們希望能幫助讀者比較清楚地了解祖沖之父子整個推導的過程，所以設計了動態

GSP 的牟合方蓋。一開始做出來的圖形只有牟合方蓋主體，而且無法做旋轉看起來比較辛

苦，討論過後決定將它修改成動態立體圖，為了這個改變幾乎是整個重新開始。我們參考

陳創義老師三維坐標系的 GSP 網頁，做出可以自由旋轉的三維坐標軸，接著，我們計算所

需要的曲線將它們描繪在坐標空間上，完成牟合方蓋主體的動態圖形。製作解析牟合方蓋

的部分，設計了可以自己操作的參數 d，用來控制內外棊的分離與組合，希望能對讀者的

想像有所幫助。 

經過上面的介紹，相信大家對於球體積的由來能夠有另一方面的了解，不禁嘆服老祖
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先豐富的想法，這也讓我們知道中國數學有著凌駕於西方數學之上的輝煌一面。在前文球

體積的計算中，牟合方蓋便是一個別具特色的想法，其後的祖晅原理更是在一千多年後才

由義大利的卡瓦列利所提出，假使大家能夠再進一步的去閱讀劉徽及祖沖之的著作，相信

一定能夠對他們在數學上的貢獻有更高的評價，也對他們的努力更加的敬佩。 
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