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高麗王朝科舉制度中的數學考試	
 

英家銘	

國立清華大學通識教育中心/歷史研究所	   
 

眾所周知，東亞古代唐帝國的中央官學以及考試取才制度，特別是影響深遠的「科舉」

制度，是人類文明發展過程中的一個很特殊的存在。帝國官學的一小部份名額，以及考試

取才的資格，形式上是不問出身人人皆可參加，某種程度他們嘗試實現「任人唯才」

（meritocracy）的理想。在實際的政治運作上，唐帝國的朝廷當然不可能百分之百地達到

理想，但這樣的理想也被很多異文化所吸收與學習。與唐帝國大約同時代，在韓半島的新

羅，以及日本奈良時代的大和朝廷，都嘗試學習唐帝國的律令制度，包含官學與科舉考試

等等。 
 

從現存的紀錄來看，新羅在七世紀成立「國學」這個官方教育機構，八世紀在新羅朝

廷加入「算博士」的官職。而在日本，八世紀奈良時代的大學寮有收「算學生」，卒業時也

需要通過考試才能在朝廷任官。新羅與日本除了使用來自唐帝國的《九章算術》、《綴術》

等算學經典之外，也使用在唐帝國不曾出現的《六章》與《三開》兩部可能是來自古代百

濟國的著作，作為官學教科書或者考試用書。 

 

時間到了十至十三世紀的高麗王朝，他們在建國初期就積極導入科舉制度，考試科目

除了儒家經典之外，也包含各式各樣的技術科目。《高麗史•選舉志》中有這樣的紀錄： 

 

三國以前，未有科擧之法，高麗太祖，首建學校，而科擧取士，未遑焉。光宗，

用雙冀言，以科擧選士，自此文風始興。大抵其法，頗用唐制。其學校，有國子、

大學、四門，又有九齋學堂，而律、書、筭學，皆肄國子。其科擧，有製述、明

經二業而醫、卜、地理、律、書、筭、三禮、三傳、何論等雜業，各以其業試之

而賜出身。	
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上面開頭說的「三國」，是韓半島的三國時代，廣義三國時代的年份一直到新羅滅亡、高麗

統一韓半島的十世紀為止。在這裡我們可以看到，高麗王朝使用「唐制」的科舉形式，而

技術官僚的部分，也有包含「筭」這個科目，也就是數學考試。同時期東亞大陸上的宋帝

國，曾經嘗試恢復唐代的科舉制度，但僅有儒家經典的部分獲得成功，算學考試的部分被

廢除，而同時日本的平安時代也逐漸放棄考試取才的作法。因此，到十二世紀左右，高麗

王朝的數學科舉考試成為東亞古代僅存的官方數學取才考試。 

 

高麗王朝的官方數學考試，稱為「明筭業式」。《高麗史•選舉志》在高麗仁宗朝 1136

年時，有下面的紀錄： 

 

仁宗…十四年…十一月，判：「凡製述業，經義、詩、賦，連卷試取。凡明經業

試選式，貼經二日內，初日，尙書徧業，貼周易，周易徧業，貼尙書，各十條。

翌日，毛詩貼十條，各通六條以上。第三日以後，讀大小經，各十机，破文兼義

理，通六机。每義六問，破文通四机。又周易徧業，讀尙書、毛詩、春秋，各秩

一机，例隨秩揷籌。小經謂業經，大經禮記。凡明法業式，貼經二日內，初日，

貼律十條，翌日，貼令十條，兩日並全通。第三日以後，讀律，破文兼義理，通

六机。每義六問，破文通四机。讀令，破文兼義理，通六机，每義六問，破文通

四机。凡明筭業式，貼經二日內，初日，貼九章十條。翌日，貼綴術四條，三開

三條，謝家三條，兩日並全通。讀九章十卷，破文兼義理，通六机，每義六問，

破文通四机。讀綴術四机，內兼問義二机，三開三卷，兼問義二机，謝家三机，

內兼問義二机。	

 

上面整段的內容，是先講儒家經典的考試方式，接著有「明法業式」和「明筭業式」的考

試，過程類似，下面我們直接解釋數學考試的部分。 

 

 
圖一：《高麗史•選舉志》中關於明筭業式的部分（取自鄭麟趾，2014）。 
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明筭業式的考試科目包含四本書《九章》、《綴術》是中國古代的算學重要經典，《三開》

可能是百濟與新羅流傳給高麗的遺產，而《謝家》應該是來自同時代宋帝國的《謝察微算

經》。至於考試形式的部分，高麗王朝從十一世紀起，科舉考試形式為「三場連卷法」，意

即第一場（初場）合格之後進入第二場（中場），第二場合格之後才能進入第三場（終場）

的三階段考試。有了這樣的理解之後，明筭業式考試過程如下：第一日要背誦《九章》10

條、全部答對之後進入第二日。接著第二日要背誦《綴術》4 條、《三開》3 條、《謝家》3

條，全部答對之後進入第三日。第三日之後為 《九章》、《綴術》、《三開》、《謝家》的「破

文兼義理」。關於「破文兼義理」，學者有各種不同解讀，我個人的解讀方式比較傾向於，

「破文」是以高麗語「訓讀」漢文，也就是將漢文的算經術文內容翻譯成高麗語，而「義

理」是解釋術文背後的數學原理。 

 

上面敘述的考試方式，和現代以解題為主的數學考試方式不同。在印刷術不普及的十

二世紀，所有的考試取才制度都包含某些背誦的要求。數學問題的考試方法，不是出問題

寫解法，而是要背誦與翻譯算經內文，並解釋數學問題解法背後的義理，某種程度反映公

務員考試的需要，國家需要技術官僚記憶並理解標準作業程序背後的道理。 

 

高麗王朝的數學科舉考試，後來可能成為韓半島的傳統，到十四世紀末之後的朝鮮王

朝，朝廷仍然有「算學取才」這樣的數學技術官僚考試，或許跟高麗王朝留下來的傳統有

關係。數學是現代文化也是古代文化不可或缺的部分，從數學考試的內容與形式，我們也

可以看出許多文化中的數學元素，幫助我們從數學更認識古代文化。 

 

備註：本文改寫自拙著	Ying	(2025)。	

 
參考文獻： 
Siu, M.-K. & Volkov, A. (1999). “Official Curriculum in Traditional Chinese Mathematics: 

How Did Candidates Pass the Examinations?”. Historia Scientiarum 9(1), pp. 85-99. 
Ying, J.-M. (2025). “How did students pass the examination? official mathematics education 

and examination systems in ancient East Asia, from Nara Japan and Silla to Goryeo 
Korea”, Historia Scientiarum 35(1), 23-38. 

鄭麟趾（2014）. 《高麗史》，收入孫曉（編），《域外漢籍珍本文庫》，重慶：西南師範大

學。 
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 	 	 	從故宮館藏「象牙球」探究其挖刻的數學模型	

	

彭良禎	

國立臺灣師範大學附屬高級中學	

	

早在中華民國建國百年之際，故宮推出的「精彩一百～國寶總動員」特展中，即精選

百件藏品薄海騰歡。當時最讓筆者眼睛為之一亮的，是故宮模仿法國動畫《昆蟲 LIFE 秀》

的場景，挑選明星級的藏品〈轉心瓶〉、〈翠玉白菜〉、〈象牙球〉、〈毛公鼎〉、〈橄欖舟〉，推

出了「到故宮找美夢、找新鮮、找想像力、找驚喜」等趣味的小動畫。當時筆者即針對小

白菜與象牙球分享有感的科普小知識。 

 

去年(2025)適逢故宮開館一百週年，兩岸故宮不約而同地各為院慶開展一系列的活動，

象牙球即被選配為「故宮 100
+
」的紀念票卡之一。在今年寒假初的 2026HPM年會上，筆者

結合立體模型的 DIY操作，分享了故宮館藏象牙球的新進研究及其幾何結構，以下簡要呈

現當日報告的相關內容。 

 

找藏品	

台北故宮館藏的象牙球僅只兩顆，較小顆的〈象

牙雕鏤空人物套球〉，直徑約 10 公分，分為 18 層，

每層挖有 12孔，搭配流蘇、配件成長約 55 公分的精

美吊飾，是一樓「集瓊藻」院藏珍玩精華常設展間的

人氣藏品之一。較大顆的〈鏤雕象牙雲龍紋套球〉直

徑約 12 公分，分為 24 層，每層挖有 14 孔，搭配檯

座設計成一裝飾的帽架(如右圖)，曾外派到故宮南院

特展。 

 

北京故宮館藏的「象牙雕套球」為數較多，有依其雕飾命名為「花卉紋」、「人物图」、

「福寿宝相花」的，也有同樣搭配流蘇、配件的〈象牙雕镂空套球〉，其徑長、孔數皆與台

北故宮的「人物套球」一致，但分層卻僅有 16。至於同是帽架造型的〈象牙镂雕多层套球〉

則較為迷你，挖孔數相同，但直徑僅 5.2 公分，分為 7 層，且搭配木製基座。 

 

找結構	

廣東牙匠從一塊象牙的選材、切料、刨球、鑽孔、鉤層、雕花到鏤紋等(圖一)，需利用

車床技術，經過多道精細且耗時、繁複的工序，始完成此一層層包覆且可靈活轉動的象牙

球，無怪乎北京官方以「仙工」譽此巧奪天工之藝，不過，坊間將此鬼斧神工之作直接讚

為「鬼工毬」，不僅傳神，似也更接地氣。 
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圖一、香港藝品店呈現「龍珠球」雕鏤工序的示意圖。 

 

觀察台北故宮雲龍紋套球上 14孔洞的挖鑿位置，可一對一到正方體（Cube）的 6個面

與 8個頂點，此正符合利用車床刨球、鑽孔與鉤層的製作工序。當然，若要以現今所謂「截

半立方八面體（Cuboctahedron）」的 14個面(圖二)與之對應也未嘗不可，畢竟該造型在閩粵

建築的欄柱設計裡，不僅是司空見慣的雕飾元素，更是清初曆算家梅文鼎(1633-1721)，在

其中西會通《幾何補編》所提坊間編織竹篾而成的「方燈」結構。 

 

 
圖二、比對象牙球孔洞位置的立體構成。 

 

至於人物套球上 12 孔洞的挖鑿位置，若能像筆者在香港夜市或街坊攤商所見玉石鏤

雕的 4 層龍珠球一樣，都百分之百對應到正十二面體（Dodecahedron）的 12 個面(圖三)就

更讚了。可惜細查其 12孔的對應位置，完全與雲龍紋套球的方燈一致，只是少挖了上下兩

孔，原來是為了將之留作連接其他配件的旋鈕設計。 

 
圖三、對應正十二面體挖鑿孔洞的龍珠球構成。 
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若仔細比對圖二與圖三的孔洞位置，前者 14孔的間距有長有短，後者 12孔則彼此等

距。筆者簡單假想「挖鑿14孔不是比12孔費工嗎？」、「正十二面體不是比方燈體均勻嗎？」

以上的答案如果都是肯定的，那麼仙工們為什麼不選用後者呢？其中較為合理的解釋，應

是當時的仙工們還沒有機會接觸、認識傳教士東傳而來的正十二面體。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖四、《欽定四庫全書》子部曆算類收錄《西洋新法算書》的正多面體。 

 

正多面體的知識體系本非中算所有，翻查其在明清之際，隨著傳教士東傳的紀錄，有

蜻蜓點水般出現在《崇禎曆書》裡的《測量全義》(1631 圖四)，也有康熙皇帝摸著模型，

翻閱百科大全的《御製數裡精蘊》(1723)，再來就是李善蘭續譯《幾何原本》的後九卷(1866)，

以及從美國傳來的《器像顯真》(圖五)。 

 

  

圖五、出現在《器像顯真》裡的正多面體。 
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當然，以上的自問自答也可能只是筆者自己想太多，畢竟在那個還沒有電動機具挖刻

與打磨的時空，也許方燈的 14孔洞，不僅較不燒腦，也剛好提供較多的空間給牙匠們挑戰

更多的分層，而其不等距的外層版面，也許更適合編排有主客之分的雕刻題材。 

 

找充電	

以下簡要彙整與象牙球相關的介紹文章和影音資料，期供讀者能快速入門。 

 

1. 科普文 

(1) 施靜菲，〈關於翠玉白菜與象牙球的一些事〉，《故宮文物月刊》第 288 期(2007.03)，頁

4-10。 

(2) 嵇若昕，〈從「鬼工」到「仙工」～清代南派牙雕工藝概述〉，《故宮文物月刊》第 291

期(2007.06)，頁 58-71。 

(3) 施靜菲，〈象牙球所見之工藝技術交流─廣東、清宮與神聖羅馬帝國〉，《故宮學術季刊》

第 25 卷第 2期(2007)。https://www.npm.gov.tw/Research-Search.aspx?sno=03012589&p=16 

(4) 彭良禎，〈精彩一百－國寶總動員〉，「MathMagics 魔數」專欄，收入「遠哲動手玩科 學」

系列電子報(2012.01)。https://ytsorg.blogspot.com/2012/01/math-magics.html 

(5) 胡櫨文整理，〈「透視象牙球工作坊」紀要〉，《故宮文物月刊》第 444期(2020.3)，頁 76-

83。https://www.npm.gov.tw/Research-Search.aspx?sno=03012589&p=16 

 

2. 短影音 

(1)〈到故宮找想像力(象牙球)〉。https://www.youtube.com/watch?v=Dewi0FjNZxc 

註：同系列還有〈到故宮找美夢(轉心瓶)〉、〈到故宮找新鮮(翠玉白菜)〉、〈到故宮找驚

喜(橄欖舟)〉。但不知何故，當年精心製作的毛公鼎動畫，如今卻遍尋不著。 

(2)〈美好藝境│象牙球〉。https://www.youtube.com/watch?v=7T8DKZMtsEw 

(3)〈鬼功．象牙球：牙雕的奇巧極致(Ivory Ball)〉。https://www.youtube.com/watch?v=UpEKD4fxVS8 

(4)〈中國絕技無價之寶〉。https://www.youtube.com/watch?v=e2DyqjPeswg 

 

3. 台北故宮官網資訊： 

(1)〈象牙雕鏤空人物套球〉。https://theme.npm.edu.tw/selection/Article.aspx?sNo=04009167 

Open圖庫 https://digitalarchive.npm.gov.tw/opendata/Integrate/IIIFViewer?id=1&dep=U&imageName=364574^^^1534693224  

(2) 故宮南院「鬼功．象牙球：牙雕的奇巧極致」展覽回顧(2017) 。 

https://south.npm.gov.tw/ExhibitionsDetailC003110.aspx?Cond=6fcad1c6-fa48-41fe-82f8-969938a335bd 

4. 北京故宮官網資訊：象牙球。https://www.dpm.org.cn/fully_search/%E8%B1%A1%E7%89%99%E7%90%83 

	

 	

https://www.npm.gov.tw/Research-Search.aspx?sno=03012589&p=16
https://ytsorg.blogspot.com/2012/01/math-magics.html
https://www.npm.gov.tw/Research-Search.aspx?sno=03012589&p=16
https://www.youtube.com/watch?v=Dewi0FjNZxc
https://www.youtube.com/watch?v=7T8DKZMtsEw
https://www.youtube.com/watch?v=UpEKD4fxVS8
https://www.youtube.com/watch?v=e2DyqjPeswg
https://theme.npm.edu.tw/selection/Article.aspx?sNo=04009167
https://digitalarchive.npm.gov.tw/opendata/Integrate/IIIFViewer?id=1&dep=U&imageName=364574%5e%5e%5e1534693224
https://south.npm.gov.tw/ExhibitionsDetailC003110.aspx?Cond=6fcad1c6-fa48-41fe-82f8-969938a335bd
https://www.dpm.org.cn/fully_search/%E8%B1%A1%E7%89%99%E7%90%83
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古算典籍中的等差數列題組問題:	

以《張丘建算經》為例	
	

林君哲	

國立台北教育大學數資系數學教育碩士班	

     
在中國數學史上，關於等差數列的計算，最早可追溯至《周髀算經》，但其問題和算

法都較為簡易的，多以公差做累加的算法。1到了《九章算術》亦出現了等差數列題目，

而其做法多用今有術或以盈不足術求解，較無統一的解法，到了劉徽作注時，才有更進

一步說明等差數列的概念和算法。2到南北朝時期，出現了一本算經，名為《張丘建算

經》，與《九章算術》的多道題目皆有對照，但其題目與術曰的編排又多有迴異，展現獨

特的風格，就如歷史的進程一般，不僅承先，亦開啟屬於它的歷史痕跡，為後人留下了

啟後的發展。接下來將以等差數列的「題組」，試著說明其「兩題一組」的內容編排。 
    《張丘建算經》中有七題涉及等差數列的討論，本文挑選出卷上第二十二、二十三

題、三十二題、卷中第一題作為討論比較的對象，試圖考察《張丘建算經》的體例 
(format) 脈絡，與說算者的風格展現。 
 

一、《張丘建算經》的等差數列題組:由量差到總量	

    在此先針對卷上第二十三和二十二題來考察其題目和術曰風格，下列為引述這兩題

的題目、答案和術曰的解法： 
 

【卷上第二十三題】	

今有女子不善織，日減功遲。初日織五尺，末日織一尺，今三十日

織訖。問織幾何?	

答曰：二匹一丈。	

術曰：	

並初、末日織尺數，半之；餘以乘織訖日數，即得。	

 
【卷上第二十二題】	

今有女善織，日益功疾。初日織五尺，今一月日，織九尺三丈。問

日益幾何?	

答曰:五寸、二十九分寸之十五	

術曰：	

置今織尺數，以一月日而一，所得，倍之。	

 
1 紀志剛（1999）。《孫子算經》、《張邱建算經》、《夏侯陽算經》導讀。湖北：湖北教育出版社，頁 161。 
2 《九章算術》中關於等差數列的討論，究竟是出於原文還是劉徽注，學者們有不同的看法，本文採用紀

志剛老師的看法，視為劉徽注的內容。參見紀志剛（1999），頁 161。 
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又倍初日尺數，減之，餘為實。	

以一月日數，初一日減之，餘為法。實如法得一。	

 

    這兩題皆為女子織布的題目，題目的背景設定為一個不善織和一個善織，而問題

為，二十三題問總共織了多少長度的布、二十二題問每日織布增加多少長度。挑選這兩

題作為一併討論的題目，除了都為女子織布和善織、不善織外，其中一個問的是等差數

列的總和，即等差級數的部分，另一個題目問的是公差，而有趣的是，其術曰所使用的

方法，和現今我們國中數學課本所用的等差級數公式是不謀而合的，接下來針對其術曰

來做解釋。在此之前，先列出我們國中數學課本在學習等差數列與級數會用到的相關公

式： 
 

										𝑺𝒏 =
𝒏(𝒂𝟏 + 𝒂𝒏)

𝟐 	──	(	𝟏	) 

𝑺𝒏 =
𝒏
𝟐
(𝟐𝒂𝟏 + (𝒏 − 𝟏)𝒅)	──	(	𝟐	)  

𝒂𝒏 = 𝒂𝟏 + (𝒏 − 𝟏)𝒅	──	(	𝟑	) 
 

    因為在現今國中的教學，是先討論等差級數求和3，故在此以二十三題在前，二十二

題在後的順序作排列，以符合現今教學順序，便於探討。在二十三題的部分，術曰的第

一句話「並初、末日織尺數」即是首項 (𝒂𝟏) 和末項		(𝒂𝒏)相加，接著「半之」即除以

二，最後「餘以乘織訖日數，即得。」是用除以二後的數乘上開始織布到結束的總日

數，即為項數 (𝒏)，翻譯成現代數學公式，其形式為 

𝒂𝟏 + 𝒂𝒏
𝟐 × 𝒏 

和 (1) 的公式是相符的。 
再來為第二十二題的術曰，「置今織尺數，以一月日而一，所得，倍之。」即用總和 

(𝑺𝒏) 除以總日數	(𝒏)	再乘 2，也就是 

𝑺𝒏
𝒏 × 𝟐 

「又倍初日尺數，減之，餘為實。」其中初日尺數為 𝒂𝟏 ，整句即 	

𝑺𝒏
𝒏 × 𝟐 − 𝟐𝒂𝟏 

最後「以一月日數，初一日減之，餘為法。實如法得一。」即為 

𝑺𝒏
𝒏 × 𝟐 − 𝟐𝒂𝟏

𝒏 − 𝟏  

 
3 教育部（2014）。十二年國民基本教育課程綱要──數學領域課程手冊：國民中小學暨普通型高級中等學校

（第 431 頁）。教育部。 
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此為二十二題術曰日益幾何，亦即公差 (𝒅)	的求法，和 (2) 的公式本質上相同，僅是經

變換改為公差的求法。 
 
    從這兩題的佈題和術曰可見《張丘建算經》的題目與題目間具有連結性的端倪，且

在現今的等差級數的教學上，亦是要求學生能比較 (1) 和 (2) 兩者間應用的異同之處4，

雖然現今的課程手冊有備註，先不處理「已知級數和反求首項、項數或公差」，與第二十

二題的給數列總和，問公差的提問不相符，但仍不失古與今在數學題目編排上的同工之

妙。 
 
    至於為何《張丘建算經》將已知總和求公差的題型放在前，已知公差求總和置於

後，筆者的推測是，算經與國家的技術官僚的工作息息相關，而國家的財政政策多先統

計財政總量，再以此做比率或量差的分配，例如北魏的均田政策5，於《魏書‧食貨志》

中有提到「……分徙吏民及徒何種人、工伎巧十萬餘家以充京都，各給耕牛，計口授

田。……其外四方四維置八部帥以監之，勸課農耕，量校收入，以為殿最。」其中計口

授田為類似的概念，是以人口為基準分配土地， 故在古代政府運作上是較常使用已知總

量求公差，《張丘建算經》將其置於前，或許正是如此才與現今編排不同。 
 
    卷上首先出現的這連續兩題，分別代表了等差級數中，「等差」和「級數」的問題，

率先在書中呈現了兩個在等差數列中的重要概念，或許也可以作為對後續書中相關問題

的引導。 
 

二、《張丘建算經》的等差數列題組:公差的轉變	

    為此，我們再來考察卷上和卷中的另兩題等差數列問題，卷上第三十二題和卷中第

一題，下列為其題目、答案和術曰的解法: 
 

【卷上第三十二題】	

今有與人錢，初一人與三錢，次一人與四錢，次一人與五錢，以次

與之，轉多一錢。與訖還斂聚與均分之，人得一百錢。問人幾何?	

答曰：	一百九十五人。	

術曰：	

置人得錢數，以減初人錢數，餘，倍之。	

以轉多錢數加之，得人數。	

 
4 同上引。 
5 於九世紀成書的杜佑《通典》亦有更加詳細的提到「隋文帝令，自諸王以下至於都督，皆給永業田，各

有差。多者至百頃，少者至四十畝。……開皇九年，任墾田千九百四十萬四千二百六十七頃。……開皇十二

年，文帝以天下戶口歲增，京輔及三河地少而人眾，衣食不給，議者咸欲徙就寬鄉。帝乃發使四出，均天

下之田。」從各有差的分配，到任墾田數的統計，再到戶口歲增，與最後的發使四出，均天下之田，都表

明中央政府乃先統計總量，再做分配的調整。然而因《魏書‧食貨志》時序較為接近《張丘建算經》的成

書年代，故內文以《魏書‧食貨志》為主要引文。 
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【卷中第一題】	

今有戶出銀一斤八兩一十二銖。今以家有貧富不等，令戶別作差

品，通融出之。最下戶出銀八兩，以次戶差各多三兩。問戶幾何?	

答曰：一十二戶。	

術曰：	

置一戶出銀斤兩銖數，以最下戶出銀兩銖數減之。	

餘，倍之，以差多兩銖數加之，為實。	

以差兩銖數為法。實如法而一。	

 

    兩題皆屬分銀錢類問題，且在卷次中緊密相連：卷上之終題與卷中之首題。兩題均

以平均數為已知，並求項數	𝒏	為未知，僅在公差的設定上有所不同—，前者公差為 1，

後者則為非 1。以下為原文的術曰。在三十二題的部分，術曰「置人得錢數，以減初人

錢數，餘，倍之。」人得數即平均數 (𝑺𝒏
𝒏

)，初人數為𝒂𝟏，整句即為 

0
𝑺𝒏
𝒏 − 𝒂𝟏1 × 𝟐 

「以轉多錢數加之，得人數。」這句即再加上公差 1，即為 

𝟐0
𝑺𝒏
𝒏 − 𝒂𝟏1 + 𝟏 

卷中第一題的術曰部分，「置一戶出銀斤兩銖數，以最下戶出銀兩銖數減之。餘，倍

之，以差多兩銖數加之，為實。」其中「一戶出銀斤兩銖數」即平均數 (𝑺𝒏
𝒏

)，「最下戶

出銀兩銖數」為 𝒂𝟏，「差多兩銖數」為公差整句即為	(𝒅)，整句即為 

𝟐0
𝑺𝒏
𝒏 − 𝒂𝟏1 + 𝒅 

「以差兩銖數為法。實如法而一。」即為 

𝟐 2𝑺𝒏𝒏 − 𝒂𝟏3 + 𝒅
𝒅  

    比較這兩題的術曰可以發現，其所使用的方法，其背後概念是相同的，都為 (2) 的

公式，差別在於前者的公差為 1，故分母直接省略不言，後者因其公差不為 1，故有明確

提及分母的擺放為何。將這兩題的題目和術曰放在一起比較就會發現，其題目基本是一

致的，用已知的	𝑺𝒏
𝒏

、𝒂𝟏、𝒅，求出項數 (n)，而術曰的部分，其方法也是一致的，僅差別

在公差 1與非 1，這部分更像是作為由簡單過渡到繁複的比較，讓學習者能漸進的學習。 

 

三、《張丘建算經》的等差數列問題:術曰的風格	
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    卷上三十二和卷中第一題，在其題目和解法都出現了平均數 (
𝑺𝒏
𝒏
) 的用法，在卷上第

十八題有類似的應用部分，但其題目較這兩者又有不同，先來看看題目，下列為題目和

術曰的解法： 
 

今有十等人大官，甲等十人，官賜金依等次差降之。上三人先入，

得金四斤，持出。下四人後入，得金三斤，持出。中央三人未到

者，亦依等次更給。問各得金幾何，及未到三人復應得金幾何?	

術曰：	

以先入人數分所持金數為上率，以後入人數分所持金數為下率，二

率相減，餘為差實。併先後入人數而半之，以減凡人數餘為差法。

實如法而一，得差數。	

併一、二、三，以差數乘之，以減後入人所持金數，餘，以後入人

數而一。	

又置十人減一餘乘差數併之，即第一人所得金數，以次每減差數，

各得之矣。併中央未到三人得應持金數。	

 

此亦為分銀錢的問題，此處為分金，此題目較長亦較繁複，以現代白話文分別翻譯，「今

有十等人大官，甲等十人，官賜金依等次差降之。」現在有十個等級的大官共十人，賞

賜的金數依等級下降(遞減)；「上三人先入，得金四斤，持出。下四人後入，得金三斤，

持出。中央三人未到者，亦依等次更給。」上等的三人先進入，得到四斤黃金，拿著金

子出去，下等的四人後來進入，得到三斤黃金，拿著金子出去，最後中等的三人沒有

到，也是依等次遞減分配；「問各得金幾何，及未到三人復應得金幾何?	」問各得到多少

斤的黃金，沒有到的三人又總共得到多少黃金。接著術曰分三部分依序翻譯: 
第一部分，「以先入人數分所持金數為上率，以後入人數分所持金數為下率，二率相

減，餘為差實。併先後入人數而半之，以減凡人數餘為差法。實如法而一，得差數。」

先入人數為 𝒏𝟏，得金為 𝑺𝟏；後入人數為 𝒏𝟑，得金為 𝑺𝟑，所以此處上率與下率分別記

為 
𝑺𝟏
𝒏𝟏

 和 
𝑺𝟑
𝒏𝟑

 ，差實即為	𝑺𝟏
𝒏𝟏
− 𝑺𝟑

𝒏𝟑
 ，差法為 𝒏 − 𝒏𝟏&𝒏𝟑

𝟐
 ，差數即公差，則為 

 
𝑺𝟏
𝒏𝟏
!𝑺𝟑𝒏𝟑

𝒏!𝒏𝟏%𝒏𝟑𝟐
	──	(	𝟒	)	 	

	
而術曰的求法最終得到的公差（4），是否可以用現今的等差數列公式推導獲到，在此我

們來考察一下，前提與解釋如下: 中央人數為𝒏𝟐，得金為𝑺𝟐，公差𝒅的部分較為特殊，題

目的公差會與現今國中等差數列公式預設的公差，差一個負號，此部分原因後續會說

明，其餘𝒏𝟏、𝑺𝟏、𝒏𝟑、𝑺𝟑皆與上述相同。先說明前述提到的公差，因《張丘建算經》在

卷上第十八題的題目中有言「今有十等人大官，甲等十人，官賜金依等次差降之。」， 



HPM通訊第⼆⼗九卷第一期第一三版 

數列為遞減的形式，以現代數學的理解來說公差為負數，但古代算書的寫法，在脈絡清

楚的情況下不會刻意標記負數，因此後續的推導，會以《張丘建算經》卷上第十八題的

題意為設定，再轉換成現在數學表示時，公差會表示為−𝒅，以求還原算經的原貌。接著

繼續說明前提，先入人的數列為 𝒂𝟏 到 𝒂𝒏𝟏，故 𝑺𝟏
𝒏𝟏
=

𝒂𝟏&𝒂𝒏𝟏
𝟐
；中央人的數列為 𝒂𝒏𝟏&𝟏到 

𝒂𝒏𝟏&𝒏𝟐；後入人的數列為 𝒂𝒏𝟏&𝒏𝟐&𝟏到 𝒂𝒏，故 𝑺𝟑
𝒏𝟑
=

𝒂𝒏𝟏%𝒏𝟐%𝟏&𝒂𝒏
𝟐

。最後𝒏𝟐 = 𝒏 −

(𝒏𝟏 + 𝒏𝟑)，以上述為前提，可推導出 
 

𝑺𝟏
𝒏𝟏

−
𝑺𝟑
𝒏𝟑

=
𝟏
𝟐
5𝒂𝟏 + 𝒂𝒏𝟏 − 𝒂𝒏𝟏&𝒏𝟐&𝟏 − 𝒂𝒏6

=
𝟏
𝟐
(𝒂𝟏 + 𝒂𝟏 + (𝒏𝟏 − 𝟏)(−𝒅) − [𝒂𝟏 + (𝒏𝟏 + 𝒏𝟐)(−𝒅)] − [𝒂𝟏 + (𝒏 − 𝟏)(−𝒅)])

=
𝟏
𝟐
(𝒏𝟏 − 𝟏 − 𝒏𝟏 − 𝒏𝟐 − 𝒏 + 𝟏)(−𝒅)

=
𝟏
𝟐
{𝒏𝟏 − 𝟏 − 𝒏𝟏 − [𝒏 − (𝒏𝟏 + 𝒏𝟑)] − 𝒏 + 𝟏}(−𝒅)

=
𝟏
𝟐
(𝒏𝟏 − 𝟏 − 𝒏𝟏 − 𝒏 + 𝒏𝟏 + 𝒏𝟑 − 𝒏 + 𝟏)(−𝒅)

=
𝟏
𝟐
(𝒏𝟏 + 𝒏𝟑 − 𝟐𝒏)(−𝒅)

= 0
𝒏𝟏 + 𝒏𝟑

𝟐
− 𝒏1 (−𝒅) 		──	(	𝟓	)

 

 
最終得到 

𝑺𝟏
𝒏𝟏
− 𝑺𝟑

𝒏𝟑
= &𝒏𝟏$𝒏𝟑

𝟐
− 𝒏( (−𝒅)  

 
經過移項後，公差−𝒅為 

−𝒅 =
𝑺𝟏
𝒏𝟏
&𝑺𝟑𝒏𝟑

𝒏𝟏%𝒏𝟑
𝟐 &𝒏

  

 

再經整理，負號經移項至 
𝑺𝟏
𝒏𝟏
(𝑺𝟑𝒏𝟑

𝒏𝟏%𝒏𝟑
𝟐 (𝒏

 的分母，公差 (𝒅) 即為 

 

𝒅 =
𝑺𝟏
𝒏𝟏
&𝑺𝟑𝒏𝟑

𝒏&𝒏𝟏%𝒏𝟑𝟐

 ──	(	𝟔	) 

 
此公差（6）與（5）是一致的，代表《張丘建算經》卷上第十八題術曰中的公差算法，

以現代數學證明是正確無誤的。 
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    術曰第二部分的翻譯，已知後入人的數列為𝒂𝒏𝟏&𝒏𝟐&𝟏到𝒂𝒏，公差為 −𝒅，術曰 「併

一、二、三，以差數乘之，以減後入人所持金數，餘，以後入人數而一。」 因下四人

的四項各為 
 

𝒂𝒏、𝒂𝒏 − 𝒅、𝒂𝒏 − (−𝟐𝒅)、𝒂𝒏 − (−𝟑𝒅) 
 
整理後的四項為 
 

𝒂𝒏、𝒂𝒏 + 𝒅、𝒂𝒏 + 𝟐𝒅、𝒂𝒏 + 𝟑𝒅 
 
後入得金𝑺𝟑為 
 

𝑺𝟑 = 𝒂𝒏 + (𝒂𝒏 + 𝒅) + (𝒂𝒏 + 𝟐𝒅) + (𝒂𝒏 + 𝟑𝒅)  
 
「併一、二、三，以差數乘之，以減後入人所持金數」 是以後入得金 𝑺𝟑減第二到四項

的所有公差，即為 
 

𝑺𝟑 − (𝟏 + 𝟐 + 𝟑)𝒅 = 𝟒𝒂𝒏 
 
「餘，以後入人數而一。」是除以後入人數，四人，所得答案為𝒂𝒏，是為得金數最少的

一人。 綜合上述，以現代數學表示即為： 
 

𝒂𝒏 =
𝑺𝟑 − (𝟏 + 𝟐 + 𝟑)𝒅

𝟒
	

 
術曰第三部分則為求出得金最多的一位，在此視為首項𝒂𝟏，術曰為 「又置十人減一餘乘

差數併之，即第一人所得金數」以現代數學表示即為： 
 

𝒂𝟏 = 𝒂𝒏 + (𝒏 − 𝟏)(−𝒅) ──	(	𝟕	) 
 

至此得到了第一人的得金數，剩下的每個人得金數，依次減公差即可得。《張丘建算經》

卷上第十八題有趣之處在於第一部分的上、下率算法，與《九章算術》均輸章的第十九

問是相同的，但後續的第二、三部分就有不同之處，故以下討論兩者的差異為何。 
 
    下列附上《九章算術》均輸章的第十九問： 
 

今有竹九節，下三節容四升，上四節容三升。問中間二節欲均容各多

少?	

術曰：	
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以下三節分四升為下率，以上四節分三升為上率。	

上下率以少減多，餘為實。	

置四節、三節，各半之，以減九節，餘為法。實如法得一，即衰相去

也。	

下率，一升少半升者，下第二節容也。	

 

可以發現《九章算術》均輸章第十九問的公差部分，一樣使用上、下率求公差，在此先

考察上、下率算法可能的數學概念，以《九章算術》均輸章第十九問為例子，此題假定

各節容量成等差，術曰「以下三節分四升為下率」為 𝟒 ÷ 𝟑 = 𝟒
𝟑
 此為下率，即下三節的

中間項之容量；「以上四節分三升為上率」為 𝟑 ÷ 𝟒 = 𝟑
𝟒
 此為上率，即上四節的中間項之

容量； 其容量差為 𝟒
𝟑
− 𝟑

𝟒
= 𝟕

𝟏𝟐
，上三節和下四節的中間項相差，為減去上、下節的各一

半，節數即為數即為 𝟗 − 𝟑
𝟐
− 𝟒

𝟐
= 𝟏𝟏

𝟐
。 ，最終容量差除以節數，即得 𝟕

𝟔𝟔
，此為公差，與

答曰兩兩項之差是相符的，是故可以看出《九章算術》均輸章第十九問以分數的四則運

算直接解決問題，一直到算出各項為止。 
 

但後續的部分則與《張丘建算經》卷上第十八題不同，《九章算術》均輸章第十九問

為依次累加的辦法，《張丘建算經》卷上第十八題使用了先求最少得金知人，再以此求得

得金數最多之人，最後才依次算出各項之值，此為特別之處，表現出《張丘建算經》在

等差數列問題上，有較為統一的解法，也是其風格所在。 
 

四、結語	

    至此，我們已經分別對《張丘建算經》卷上二十二和二十三題為一組，卷上三十二

和卷中第一題為另一組做比較，也提及卷上第十八題的首項、末項的運用，發現這些題

目都有相似的題幹與術曰，僅在問題或題目上做了些許變動，我認為這可以讓算學學習

者透過這些變動，更順利去比較和學習算學。《張丘建算經》在等差數列的算法上也較有

系統性，或許正暗喻著「說算者」張丘建的「教學」風格，不同於過去的內容編排，於

算經中放入了相似題目，類似於現今的「題組」，而如果以「兩題一組」的題組來看其等

差數列的題目，無論是公差與級數的求解，抑或是公差為 1 與否的題目，都隱約展現出

其不同於《九章算術》的風格。然而除了不同的部分，亦有相同的部分，就如《張丘建

算經》卷上第十八題的上、下率用法，承襲於《九章算術》的概念，這些異同皆可看作

是中國古算經與算學的知識傳承和演變。 
 
    在唐代國子監太學「明算科」的考試用書中，《張丘建算經》與《孫子算經》都為較

入門的科目，修業期限只需一年，正因為基礎，其體例的編排就值得注意了。且《張丘



HPM通訊第⼆⼗九卷第一期第一六版 

建算經》對等差數列的術曰編排，給出了一個較為完整的體系，或許這亦對後來宋、元

的高階等差數列發展奠定了基礎，給出了啟後的影響。 
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